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PREMIÈRE THÈSE. 



ETUDE ANALYTIQUE 

1^ DU 

' DÉPLACEMENT INFINIMENT 



D'UN CORPS SOLIDE. 



INTItODUCTION. 

Nous avons essayé dans le présent travail d'aiipliquiM' la mc-Uioi 
l'étude ilu déplarcmeiil inllniment petit d'un sysU'ine solide. A 
avons pu le oouslater, les procédés de l'analyse, moins lumineux a 
ceux de la }*éométrie, mais plus faciles à diriger sur des quesU( 
l'avance, permettraient avec une extrême facilité de démontrer et 
tous les résultats ijue la science doit aux conceptions les plus 
plus ingénieuses des émînenls géomètres qui ont exploré cett 
cinématique. 

L'algèbre ne donne pas seidement le degré des lieux géoi 
systèmes de points ou de plans, ou des complexes de droites j 
propriété donnée, elle en fournit encore les équations, et si ces 
quelquefois assez compliquées, il faut songer qu'elles sont rela 
plus général, et que dans les applications la moindre particnlar 
loi du déplacement amène des simplifications considëi-ables 
résultats. 

Sans entreprendre ici un travail de coordination, nous nous soi 
lement occupés des questions relatives aux élémetits du second o 
oi'dre des trajectoires sur lesquelles la géométrie semble avoir ! 

THÉVBSET. 



II DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT 

({ue sur celles qui ont trait aux éléments du premier ordre. Nous considérons 
d'abord le cas où le solide est assujetti à cinq conditions et où sa situation ne 
dépend par conséquent que d'une seule variable. Les coordonnées des différents 
I»oints du corps seront des fonctions que Ton peut développer en séries ordonnées 
par rapport aux puissances croissantes de la variable, et les coefficients de ces 
séries seront des expressions linéaires et entières des coordonnées initiales de 
ces points. Cherchant ensuite à simplifier le plus possible ces coefficients, nous 
sommes amenés à prendre pour origine des coordonnées le point central de la 
surface réglée lieu des axes instantanés glissants, pour axe des z Taxe instantané 
initial, et pour plan des yOz le plan tangent à cette surface au point central. 

Après avoir rappelé les notions introduites par M. Chaslès dans la cinématique 
et indiqué les moyens très simples de calculer les éléments qui s'y rapportent, 
nous cherchons l'ensemble des droites perpendiculaires aux trajectoires de leurs 
ilifférents points. Ces droites forment un complexe linéaire, et nous constatons 
que, réciproquement, tout complexe linéaire est un système de droites normales 
aux trajectoires de leurs points dans un déplacement convenablement choisi d'un 
système solide, ce qui conduit à une signification cinématique des coefficients de 
son équation. 

En même temps que le solide se déplace, le complexe précédent se déforme, 
<ît pour se rendre compte des changements qu'il éprouve il suffit de considérer 
ce que nous appelons € vitesse en un point fixe de V espace-». Les différents 
points du corps qui sont destinés à traverser un même point fixe possèdent, au 
moment de leur passage en ce point, certaines vitesses dont l'ensemble forme un 
rône dépendant de la nature du mouvement du solide et du point fixe que l'on a 
choisi. 11 est clair que le plan d'un complexe variable avec le temps et relatif au 
l)oint fixe considéré sera successivement perpendiculaire à toutes les génératrices 
(lu cône précédent que nous désignerons sous le nom de cône des vitesses en ce 
pointy et enveloppera par suite un autre cône supplémentaire du premier. 

A un déplacement infiniment petit du solide correspond pour chaque point de 
l'espace un élément de nappe conique, à l'exception toutefois de certains points 
où la vitesse est la même pendant la durée de ce mouvement. Ces derniers points 
constituent deux droites dont la situation est très simple par rapport au point 
central et à l'axe instantané initial. Les autres points fixes de l'espace se classent 
aisément d'après la courbure sphérique de l'élément conique relatif à ces points. 
Cette courbure est nulle pour tous les points d'un hyperboloïde et pour 
d'autres points formant deux droites; l'élément conique est surosculateur à un 
plan. 

Si Ton considère les vitesses que possèdent au môme instant les différents 
points d'un solide comme des droites indéfinies, on constate que ces vitesses 
forment un complexe du second degré dont les coniques sont des paraboles. 
Après avoir établi les relations qui lient les éléments d'une droite à ceux de sa 
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conjuguée, nous voyons que le complexe précédent est à lui-même son c 
Nous retrouvons le même complexe, soit en cherchant l'ensemble de 
perpendiculaires à leurs conjuguées, soit en cherchant l'ensemble des c 
tiques de tous les plans du solide. Tout cela résulte des propositions c 
dans un mémoire resté célèbi-e qui a été présenté par M. Chasles e 
l'Académie des Sciences. 

Si l'on veut obtenir les courbes telles que les vitesses de leurs différei 
forment une surface développable, on parvient à une certaine équation 
tiette, et l'on reconnaît que le cône que défmit cette équation n'est autre 
du complexe des vitesses. Adjoignant à l'équation différentielle précédf 
d'une surface arbitraire, on voit que sur chaque surface il existe un 
famille de courbes jouissant de la propriété demandée. Ce fait consi 
généralisation de la propriété de la cubique gauche signalée par M. C 
dont tous les points se meuvent sur un cône pendant un temps ii 
petit. 

Faisant ensuite intervenir les seconds termes des séries qui représt 
coordonnées variables des différents points du solide, nous obtenons ■ 
tions assez simples pour l'ellipsoïde des accélérations et pour la cubique d 
relativement aux axes que nous avons choisis. La considération simuli 
vitesses et des accélérations conduit à l'étude des plans osculateurs re 
différents points du solide. Les systèmes de plans osculateurs correspoi 
différents points d'une même droite et qui ont été déjà étudiés par M. i 
dépendent de la situation de cette droite. La discussion des formes qu'il 
tent conduit à diviser les droites du solide en trois catégories, seloi 
ne rencontrent pas la cubique d'inflexion ou qu'elles la rencontrent un» 
fois. 

A un point quelconque du corps répond un axe de courbure de sa tr 
La proposition inveree n'est pas exacte. Une droite quelconque n'est f 
sairement l'axe de courbure de la trajectoire d'un point. Pour qu'il en : 
Il faut que cette droite fasse partie d'un complexe du second d^ré t 
obtenons l'équation, les plans paraboliques, ainsi que les directions pr 

Aux axes de courbure qui passent par un même point, C(»rrespondent ( 
situés sur une même droite. Si l'on considère l'une de ces droites, on 
tous ses points, tournant respectivement autour des différentes générati 
même cône, restent par suite à des distances constantes, au troisième oi 
du sommet de ce cône. Il existe donc dans un solide en mouvement ur 
de droites qui se meuvent comme si tous leurs points étaient liés à 
pivot. Ces droites, que nous désignerons sous le nom de pivotanlea, fo 
complexe du second ordre dont nous obtenons également l'équation, ain 
directions principales. Nous constatons ensuite que le complexe des { 
est conjugué de celui des axes de courbure. 
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En général, ainsi que Ta démontré M. Mannlieim à Taide de considérations 
f^éométriques fort ingénieuses, le lieu des axes de courbure des différents points 
(l'une droite est un hyperboloïde. Si cependant la droite considérée fait partie du 
complexe des pivotantes, Thyperboloïde se réduit à un cône. On est d'ailleurs 
conduit dans cette question à distinguer les droites qui ne rencontrent pas la 
cubique d'inflexion de celles qui la rencontrent une ou deux fois. 

Si l'axe de courbure d'un point conserve une direction constante pendant 2, 
3, ... instants consécutifs, la trajectoire de ce point offre avec un plan un contact 
d'un ordre plus ou moins élevé. Nous retrouvons ainsi différents lieux géométri- 
(jues étudiés par M. Schoenflies dans un mémoire inséré au Journal de Crelle 
(89® volume). Nous donnons en outre les équations de ces systèmes de points 
ainsi que celles des systèmes de plans surosculateurs qui leur correspondent. 

Si maintenant nous faisons intervenir les troisièmes termes des séries qui 
représentent les coordonnées variables des différents points du solide, nous 
pouvons étudier les sphères osculatrices relatives à leurs trajectoires. 

Nous constatons que les coordonnées du centre de la sphère et celles du point 
<lécrivant sont liées par des équations linéaires par rapport à ces coordonnées. 
Nous obtenons également les systèmes de points dont les trajectoires ont avec des 
sphères des cantacts du 4®, du b^ et du 6® ordre, et nos résultats concordent avec 
ceux que l'auteur précédemment cité a obtenus à l'aide de considérations 
géométriques. 

Le lieu des centres des sphères osculatrices relatives aux différents points 
d'une môme droite est, ainsi que l'a fait voir M. Mannheim, une cubique gauche 
([ui se décompose dans certains cas particuliers que nous indiquons. Il existe même 
des droites dont tous les points ont le même centre de sphère osculatrice. Ces 
droites constituent une classe particulière de pivotantes puisque tous leurs points 
restent à des distances constantes, au 4® ordre près, de certains points fixes. 

Après l'étude des trajectoires des points du solide, nous abordons celle des 
surfaces réglées engendrées par les différentes droites du corps considérées 
comme des éléments de l'espace. Les droites qui engendrent des éléments de 
surfaces réglées de même paramètre forment un complexe du second ordre tout 
à fait analogue à celui des vitesses. Celles qui décrivent des éléments de surfaces 
planes forment une surface réglée que l'on peut regarder comme l'analogue de la 
cubique d'inflexion. Cette surface est formée par les droites qui, s'appuyant 
deux fois sur la cubique d'inflexion, sont parallèles à un certain cône du 3« ordre 
dont nous donnons l'équation, ainsi que celle du système des plans de ces 
éléments. 

Lorsqu'on fait abstraction des quantités infiniment petites du second ordre, on 
peut considérer chaque droite du solide comme tournant autour d'une autre 
droite qui est dite la conjuguée de la première. Si l'on veut tenir compte des 
éléments du second ordre, il faut attribuer à chaque droite mobile un autre axe 
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de rotation et même adjoindre à celle rotation un certain glissement le long de 

cet axe. Nous constatons alors qu'à cliaque droite correspond un axe instantané. 

glissant et un seul en général. La connaissance de cet axe ainsi 

de rotation et de glissement qui lui correspondent permettra 

dans ses éléments du second ordre la surface réglée décrite par 

Un classement des droites du solide permet de reconnaître l'exi: 

qui décrivent des éléments de surfaces hélicoïdales, ainsi qi 

le glissement, étant nul au S^ ordre près, décrit des hyperb' 

lution. 

Au lieu de la trajectoire d'un point lié au solide, on peut consi 
points de ce solide qui viennent successivement passer par i 
l'espace. La courbe que l'on obtient ainsi, et que l'on peut nomn 
sanle du point fixe, aura tous ses éléments liés au solide, et l'en 
les courbes analogues possédera des propriétés semblables à celle 
ordinaires. Par exemple, le système des axes de courbure des ci 
est un complexe du second ordre qui n'est autre que celui des pi\ 
aussi une série de points fixes formant une cubique gauche, et 
courbe glissante offre un point d'inflexion. Les tangentes en ces j 
liées au corps, passent par des points fixes; il existe donc dai 
pui'face réglée dont les génératrices glissent respectivement sur 
cubique, de même (ju'il existe une cubique composée de points 
une surface réglée. 

Le plan osculateur d'une courbe glissante passe évidemment 
correspondant, ou plutôt reste à une distance du 3" ordre de ce pi 
glissante offre avec son plan osculateur un contact du 3* ou du i" ( 
supposé lié au solide, restera à une distance du 4* ou du 5» or 
correspondant. On parvient ainsi pour le déplacement des pla 
des points fixes à des propositions analogues à celles qui ont 
M. Schoenflies sur le déplacement des points par rapport à des 

Il est évident maintenant qu'à un plan glissant sur un point fix 
série de plans parallèles au premier et glissant sur des sphères ci 
peut dès lois classer les plans du solide d'après l'oidre du con 
sphères avec la développable qu'ils enveloppent. 

Nous connaissons les développements en séries des cosinuf 
plan; si nous calculons en outre la valeur variable de sa distance 
pourrons étudier le déplacement d'un plan quelconque considért 
de l'espace. Cela posé, nous désignons sous le nom d'axe d'uji 
telle que l'on puisse amener ce plan d'une position à une autre i 
par une rotation autour de cette droite, en ne négligeant que 
3« ordre et en faisant abstraction de tout glissement du plan sur 
nous démontrons que l'enisemble de tous les axes possible 
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M 

congruence formée de toutes les cordes de la cubique d'inflexion des courbes 
glissantes. 

Quand un système solide est assujetti à quatre conditions, les paramètres qui 
en déterminent la position sont des fonctions de deux variables indépendantes, et 
nous faisons voir que, parmi tous les déplacements que l'on peut faire subir au 
corps, il en est deux qui laissent immobile une droite déterminée. On obtient 
ainsi deux axes de rotation sans glissement et compatibles avec les conditions 
imposées. Une combinaison dans des proportions quelconques de deux rotations 
simultanées autour de ces deux axes donnera, en négligeant les quantités du 
second ordre, tous les déplacements possibles du système. On conclut de là cette 
proposition énoncée par M. Schoenmann, dont il est rendu compte dans le 
recueil intitulé : Monatsberichte der berliner Akademie (1855), et d'après laquelle 
les normales aux surfaces trajectoires de tous les points d'un solide assujetti à 
quatre conditions rencontrent toutes deux mêmes droites. Seulement, l'auteur 
précité se place dans le cas où les conditions imposées au solide se réduisent au 
glissement de quatre points du solide sur quatre surfaces fixes. Or, nous faisons 
voir à la fin de ce travail que généralement une condition imposée à un solide 
n'est pas réductible au glissement d'un point de ce dernier sur une surface fixe, 
de sorte que la démonstration analytique que nous donnons nous semble offrir 
toute la généralité désirable. 

Les droites susceptibles d'être immobilisées peuvent être imaginaires; il ne 
nous est donc pas possible d'y rattacher les axes de coordonnées dont le choix 
permettra de simplifier les calculs ultérieurs. Or, nous établissons analytique- 
ment une proposition remarquable, due à M. Mannheim et relative aux axes 
instantanés glissants en nombre infini qui correspondent à tous les déplace- 
ments possibles du solide. Ces axes instantanés forment un conoïde dont nous 
donnons l'équation; puis nous démontrons que parmi tous ces axes instantanés 
il en est toujours deux qui sont à la fois rectangulaires et concourants. Ce sont 
ces deux droites que nous prendrons pour axe des y et pour axe des z, et qui 
nous semblent devoir conduire aux formules les plus simples. 

Un même plan possède évidemment une infinité de foyers et une infinité de 
caractéristiques. Nous faisons voir que ces foyers sont en ligne droite et que ces 
caractéristiques passent par un même point du plan. 

Les plans tangents aux surfaces trajectoires des différents points d'une même 
droite enveloppent une surface dont la nature dépend de la situation dé cette 
droite, par rapport aux deux droites immobilisables, quand elles sont réelles. Il 
existe en particulier des droites tangentes aux surfaces trajectoires de tous leurs 
points. Ces droites constituent le conoïde signalé par M. Mannheim. Enfin, les 
points tels que les plans tangents à leurs surfaces trajectoires passent par un 
point donné formant une surface du troisième ordre, admettant deux séries de 
sections circulaires dont les plans passent par les droites immobiles. 
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L'étude des éléments du second ordre des surfaces trajectoires exige le calcul 
des seconds tei-mes dans les séries à deux variables qui représentent les coor- 
données des points mobiles du corps. Le système précédemment obtenu des 
axes instantanés glissants concourants et rectangulaires ne varie pas d'une 
manière tout à fait arbitraire. Nous trouvons que ce couple d'axes, ainsi que les 
paramètres hélicoïdaux qui leur correspondent, satisfait à six équations différen- 
tielles, qui expriment que les dérivées secondes des coordonnées d'un point 
quelconque du corps, prises successivement par rapport aux deux variables 
indépendantes, ont la même valeur, quel que soit l'ordre des dérivations. 

Après avoir ensuite établi certaines identités résultant de l'invariabilité des 
distances mutuelles des divers points du système, nous parvenons à simplifier 
certaines formules ultérieures, et nous retrouvons plusieurs propositions dues à 
M. Mannhein et relatives à des systèmes de points décrivant simultanément des 
éléments de lignes asymptotiques ou géodésiques de leurs surfaces trajectoires 
respectives. L'analyse nous fournit en outre les équations de ces systèmes de 
points, ainsi que celle d'une surface du 6« ordre, séparant le solide en deux 
régions. Dans la première se trouvent les points dont les surfaces trajectoires 
ont des indicatrices elliptiques, et pour les points de la seconde ces mêmes 
indicatrices sont hyperboliques. Une surface du 5® ordre indiquée par l'auteur 
cité plus haut forme l'ensemble des points dont les surfaces trajectoires ont 
des courbures égales et opposées, et seize points du solide décrivent des 
éléments de surfaces planes. 

Donnant ensuite au corps deux déplacements possibles arbitraires, nous trou- 
vons que le lieu des points auxquels ces déplacements font décrire des directions 
conjuguées est une surface du 3« ordre. Enfin, les points qui, dans les mêmes 
conditions, décrivent successivement deux directions principales, sont sur l'inter- 
section d'une surface du 3® ordre et d'une autre du 2«. 

Le seul déplacement particulier que nous ayons examiné est celui qui corres- 
pond au cas où les droites immobiles se rencontrent constamment. Ainsi que 
l'a fait remarquer M. Ribaucour, le déplacement actuel peut être réalisé par le 
roulement d'une surface liée au solide sur une surface fixe applicable sur la 
première. De notables simplifications se produisent alors dans les deux premiers 
groupes des séries qui représentent les coordonnées variables des points du corps. 

Le lieu des points qui se meuvent sur des directions asymptotiques s'abaisse 
au second degré. Le nombre des points qui décrivent des éléments plans se réduit 
à 4, et ceux dont les surfaces trajectoires ont des courbures égales et opposées 
constituent une surface du 3° ordre. Enfin, les points auxquels deux déplace- 
ments successifs arbitraires font décrire des directions principales ne forment 
plus qu'une conique. 

Revenant au cas général, nous étudions les déplacements des différents plans 
du solide et les éléments de surfaces qu'ils peuvent envelopper. Ces différentes 



À 
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surfaces enveloppes présenteront des ombilics si les plans considérés sont nor- 
maux aux génératrices communes à deux cônes du 5^ ordre. Ces mômes éléments 
offriront des courbures égales et opposées si le plan mobile appartient à un 
ensemble dont l'enveloppe a une podaire du 5* ordre, par rapport à Torigine. 

Dans le cas particulier signalé par M. Ribaucour il n'existe plus que quatre 
séries de plans ombilicaux parallèles entre eux, et parmi ces plans quatre seule- 
ment glissent sur des points fixes au 3° ordre près. 

Une droite quelconque du solide peut prendi-e une infinité de mouvements 
différents. Nous essayons de donner une idée de ce déplacement indéterminé en 
faisant voir que cette droite est assujettie à rester constamment tangente à deux 
surfaces fixes qui lui appartiennent. Nous classons ensuite les droites du solide 
d'après la disposition de leurs points de contact avec ces mêmes surfaces et des 
plans tangents correspondants. Nous distinguons une catégorie de droites pour 
lesquelles les plans tangents dont il s'agit sont rectangulaires. Ces droites signa- 
lées par l'auteur précédemment cité constituent un complexe linéaire dont l'axe 
est précisément la perpendiculaire aux axes instantanés rectangulaires et concou- 
rants menée par le point de rencontre de ces derniers. 

Lorsqu'un solide n'est plus assujetti qu'à trois conditions, les droites susceptibles 
de rester immobiles pour des déplacements convenablement choisis forment un 
hyperboloïde dont nous prenons les axes principaux pour axes de coordonnées. 
Nous démontrons ensuite que tous les déplacements possibles du solide peuvent 
s'obtenir par la combinaison dans des proportions variables de trois mouvements 
hélicoïdaux autour de trois droites rectangulaires et concourantes. Les points du 
solide peuvent en général se mouvoir dans toutes les directions, à lexception de 
ceux de l'hyperboloïde précédent qui, comme l'a fait remarquer M. Schoenmann 
dans le mémoire cité plus haut, ne peuvent décrire que des éléments de surfaces 
trajectoires. 

A chaque déplacement possible du solide correspond un axe instantané gUssant. 
Si l'on classe ces axes d'après le paramètre du mouvement hélicoïdal qui leur 
convient, on obtient une série d'hyperboloïdes homothétiques et concentriques à 
celui des droites immobiles pour lesquelles ce paramètre est nul. 

Une même droite possède une infinité de conjuguées. Ces conjuguées forment 
une congruence dont les directrices sont deux génératrices de l'hyperboloïde 
central. 

Si un système solide est assujetti à deux conditions, les droites susceptibles de 
lester immobiles forment une congruence, et il n'en existe plus que deux qui 
soient normales à toutes les trajectoires possibles de leurs points. Les axes 
instantanés glissants correspondant à un paramètre donné forment un complexe 
linéaire variable avec la valeur de ce paramètre. 

Enfin, si le solide n'est plus soumis qu'à une seule condition, l'ensemble des 
droites susceptibles d'être immobilisées constitue un complexe linéaire. Or deux 



cas peuvent se présenter : ou bien ce c 
toutes les droites qui en font partie ren 
n'est autre que l'axe de ce complexe. 1 
glissement rencontrant une même droite, 
à toutes les trajectoires possibles de ses 
est réductible au glissement d'un point d 

Si au contraire le paramètre du comp! 
nul, il n'existe pas de droite capable de 
partie. Il y aura donc des axes de rotati 
pas une droite quelle qu'elle soit, feront 
toires obliques à sa direction. 

Les conditions diverses que l'on peut 
deux cat^ories. 

Voici comment on peut procéder poi 
tous les mouvements de translation o 
Ainsi que nous le faisons voir, tous ce 
choisi arbitrairement un élément plan 
lalions. On imprimera ensuite au solii 
choisi qui seront compatibles avec la co 
les axes de toutes ces rotations sont danf 
le nom de plan des rotations, il est ens 
droites immobilisables sera nul ou différ 
lations sera perpendiculaire ou oblique 
le premier cas que la condition imposée 
du corps sur une surface fixe pendant ui 
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DÉPLACEMENT INFINIMENT PETIT 
A CINQ COK 

Formules g 

1. Lorsqu'un solide est assujetti à cinq ( 
minent sa position dans l'espace sont lii 
considérés comme des fonctions de l'un d' 
mêmes paramètres comme des fonctions 
temps par exemple. Si l'on fait croître c 
le solide se déplacera, et en même temps I 
en font partie engendrei'ont ou envelopper 

Pour étudier le mouvement d'un corps 
Ox, Oy, Oz, on peut se donner la trajecto, 
équations 



u, V et w étant des fonctions de t. Par ce p 




O'y', O'z' parallèles à Ox, Oy, Oz, et qui i 



is du temps représentant les 
l'époque ( dirigées suivant les 

époque t, a pour coordonnées 
)ar les équations 



-u)q, 

lies du mouvement du point M. 
ur X, y et z trois fonctions du 
isentant, si l'on veut, les coor- 
veut étudier la trajectoire, et 
ions, 

'), 
«), 

c). 

au développement des coor- 
nt les puissances de t. Elles 



-»),]-r((^-«)^-(2-«.)p], 

-»)']-p[(»-»)l'-(»-»)?l, 

—vf)p]—q[{z—w)q—{y — v)r]. 

t f = 0, et si l'on suppose qu'à 
, Oy et Oz, on obtiendra les 

+ r^ + pqh + prc] j-^ — .... 

-li(r' +?•) + i-SClj^ + ■•, 

f» 

+ çrb — c (p' + g')l j-j + .... 

. représentent des constantes 
idantes pour l'époque ( = 0. 
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Ces développements limités à la secor 
d'étudier les éléments du premier et 
enveloppes relatives aux points, aux drc 
que i'étude des éléments du 3" ordre, 

exigera en outre connaissance des termi 



Simplification des 

2. Une première étude de classement < 
tence d'une droite ayant la propriété d'ê 
ses points. Si cette droite, connue soui 
été prise pour l'axe des z, les deux pre 
a = et fc = 0, et quel que soit c, ( 
ordre pour x et pour y. Il faut donc que 

u' =0, «' = 0, 
Les formules (4) deviennent alors 

x = a— brt + (u' + c. 
y= fe + art + {«' + « 
z = c ■+ w't + (w' + b 

Nous pouvons encore simplifier ces fi 
la direction de l'axe des y et de la positi 

Après un temps ( infiniment petit di 
primitivement avec Oz a éprouvé un i 
peut être représentée à l'époque / par le 

x = (u' + cq')~, y = {v' ~- 

qui donnent la situation nouvelle du po 
0, et c. 
Éliminant ensuite c entre les deux pre 



Telle est l'équation de la projection si 
avec Oz avant son déplacement. On vo 



qui réduit les formules (5) 



i trajectoires tangentes à ]a 
( = 0. Ces trajectoires ont 
;iste sur Oz un point pour 
nment déterminé. Les for- 
= 0, devront donner pour y 
ue l'on ait v' = 0, pour un 
alors aux suivantes : 



'mettent de déterminer les 
ins ces derniers les simpli- 
ées, les formules générales 



(•--'•')»-'"-'»iro-' 

-3,Vi,-p'c]-4-,H 



dent, nous allons en obtenir 
(uvement du solide comme 
urface réglée liée au corps 
ue l'on nomme base de la 

utané glissant à l'époque t. 
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A, B, C les coordonnées de l'un de ses po 

id la vitesse de rotation du solide autour di 

le long de cette ligne. Regardons toutes ces quantités comme des fonctions du 

temps. Cela ne signifie pas que la droite PG se déplace, 



Fig. S. 





droite PG qui servait d'axe à l'époque l est remplacée d 
l'époque ( + ?f. 

Cela posé, les composantes de la vitesse d'un point qui 
solide auront pour expression : 

^=«g(=-C)-u.T(v-B)+?«, 

^ = «a (î/ - B) - wp (X- A) + ff-r 

Dérivant ensuite par rapport à t, il vient 

|^=o.'[P(e-C)-v(y-B)) + ù.[p'(=-C)-7'(y-B)]+.-[p| 
+ g'« + ga.'. 



|li=u.'[a(y-B)-3C;^-A)l + <.[«'(i/-B)-e'(x-A)] + <.[«( 
+ ?'y — 9't- 

Prenons pour axe des z la génératrice PG corresponi 
pour axe des y la perpendiculaire limite commune à 1 
parft l'angle des deux îtxes consécutifs et par hUeur p! 



lément de conoîde GOP'G'. 
quand on veut se borner à 



(S, on aura, d'après le choix 

b; = h, c; = 0, 
e; = 0, Vo ~ 0, 

, pour les développements en 
nt tes relations 



nent d'un solide les éléments 
léments de cette base lorsque 



décrites par les différents 
lent infiniment petit. 



[blié par M. Chasles en 1843 
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dans les comptes rendus de l'Académie des Sciences et très élégammen 
par M. Charles Brisse dans le Journal de mathématiques de Lxouv 
année 1870). 

La plus giande partie des propositions contenues dans ce mémoi 
aisément titre établie analytiquement par la considération des dévelop 
ou (8) limités à leurs deux premiers termes. Sans nous arrêter à c 
trations beaucoup moins lumineuses que celles de l'éminent géomèti 
haut, mais cependant plus méthodiques et, selon nous, plus rigoun 
rroyons utile de rappeler les notions et les défmitions introduites p 
cette partie de la cinématique. 

Le foyer d'un plan est le point de sa surface dont la trajectoire lui e; 
Si le plan a pour équation 

Aj; 4- Hj/ + Cï + 1 = 0, 

son foyer (a, 6, c) sera donné par les équations 



jointes à la condition 

Ao + Bi»+ Ce + 1 =0. 

Inversement, à un point quelconque dont les coordonnées sont a, 
pond un plan qui admet ce point pour foyer. L'équation de ce plan sei 

(_ i,r) (X - a) + ar (y - b) + «■' {z - c) = 0, 

OU, en simplifiant, 

— hi'X + ary + «■' (z — c) :::: 0. 

Si dans cette équation on regarde x,yeiz comme des constante! 
comme des coordonnées courantes, on reconnaît que le lieu des poir 
les plans normaux à leurs trajectoires respectives passent par un poil 
un plan contenant le point fixe {x, y, z). D'un autre côté l'équation 
peut s'écrire 

(~ ry) a ■+■ rxb + (c — ï) «>' = 0, 

et montre que le point fixe est le foyer du plan trouvé. 

La caractéristique d'un plan est le lieu des points dont les trajectoii 
tangentes. Cette ligne est représentée par l'équation 

~ br A -h ar B + w' C = 0, 
jointe à celle du plan 

Aa •+. Bfr + Ce + I =0. 

Rappelons encore la défmition de la droite conjuguée d'une droite 
thévenkt. 
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y — nz -h V. 
point quelconque a, b, c de cette droite, le plan normal à la 
it sera, en posant —^k, 

— bx -i- ay -i- k (z — c) = 0, 

■ (ne -H ■() a; -4- {me + [ji) y + A (i — c) = 0. 

avec le point pris sur la droite D, c'est à dire avec la coor- 
une droite fixe A, ayant pour équations 

— nx + my — k ^0, 

— vx + ity -i-kz = 0, 

ous le nom de droite conjuguée de la droite donnée D. 
ments de la droite à en fonction de ceux de la droite D qui 
~mt — njji. 
)nnent 

ku. -t- mkz 



= m z + [i , 



mv — ni* 

nkz + ht 

— — ~ — = n z 



- n'u' étant les éléments de la droite A. On aura alors 



lidérer la droite i comme le lieu des foyers des plans passant 

une définition contenue dans le mémoire cité précédemment, 
donnée, chacun de ses plans tangents a un foyer o. Le lieu 
deuxième surface S qui est dite la conjuguée de S, et l'on 
des foyers des plans tangents à la surface S n'est autre que 
3. On peut aussi considérer 2 comme l'enveloppe des plans 
(ires des points de S, et si l'on cherche l'enveloppe des plans 
)ires des points de £ on retrouve la surface S. 
;ourbe C, si l'on mène les plans normaux aux trajectoires de 
la développable, enveloppe de ces plans, aura pour arête de 
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rebroussement une deuxième courbe r que l'on peut regarfler comme 
de la courbe C. On verrait aisément que l'enveloppe des plans n 
trajectoires des points de F a pour arête de rebroussement la courb( 
elle-même. 

On peut aussi considérer la courbe F comme le lieu des foyers de 
lateurs de C, et démontrer que, inversement, le lieu des foyers des 
leurs de F n'est autre que la courbe C. 

Si l'on prend enfin les droites conjuguées de toutes celles d'un t 
obtient un deuxième complexe que nous désignerons sous le nom 
par rapport au premier. 

Il est aisé de voir que le degré du complexe conjugué est le même 
complexe proposé. Soit, en effet, 

l'équation de ce dernier. Pour obtenir l'équation du conjugué, il su 
placer dans l'équation précédente m, n, p., v, u par leurs valeurs 



tirées (les relations qui unissent les éléments d'une droite à ceux de f 
On pâment ainsi à l'équation 

/km' kn' k-/ k-r 



^) = 



qui représente le complexe conjugué et dont le degré est le même 
complexe proposé. La démonsti-ation géométrique de ce résuit 
d'ailleurs aucune difticulté. On verrait aisément que l'ordre du côm 
complexe est égal à la classe des courbes planes de son conjugué. 



Droites normales an\ tra)ectoires de leurs point 

5. Une droite représentée par les équations 



sera normale aux trajectoires de ses différents points, si parmi ceux-< 
trouver un dont les coordonnées a, & et c satisfassent à la condition 

— hr.m + ar.n + mi' ^ 0, 

ainsi qu'aux équations de la droite. On devra donc avoir, en posant 

— (ne + v) m + (nie + jj.) n + ft = 0, 
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xe linéaire qui a pour axe l'axe instantané glissant et pour 



lir l'équation du même complexe en prenant des axes de 

laires quelconques. 

'■ composantes de la vitesse du point du solide qui se trouve 

P, Q, H les composantes de la rotation instantanée. 

it quelconque M (o, b, c) du corps aura pour projections 

v, = A-hQc — Rb, 
f,= B-+-Ra — Pc, 



xe cherché, si l'on a 

Rb) m + (B 4- Ro — Pc) n + (C + Pb - Qa) = 0, 



«+[B4-R(mc+iJL) — Pc]n + C + P(nc + v)-Q(«ic + n)=0; 

parait et l'on a 

Am + Bti-h- C + P* — Qii — Ru = 0, 

résenter tous les complexes linéaires possibles et qui donne 
matique des six coefficients d'un complexe linéaire donné 
isi à cette proposition : 

re quelconque étant donné par son équation, si l'on imprime 
<st^M solide une vitesse dont les projections soient égales 
, n et i, et une rotation dont les composantes aient pour 
s de V, — [*, — d», on obtient un certain mouvement de ce 
ement l'etisemble des droites normales aux trajectoires de 
le complexe donné, et l'axe de ce dernier n'est autre chose 
flissant relatif au mouvement fictif imprimé au solide. 
era facile d'obtenir l'équation d'un complexe linéaire dont 
seraient donnés, 
oordonnées d'un point quelconque S de cet axe, x, 3, y ses 



d'un corps solide. H 

cosinutj directeurs, g la vitesse de glissement et r la vitesse de rotation relative à 
ce même axe. D'après ce qui précède, il suffit d'obtenir les composantes de la 
vitesse du point dont les coordonnées par rapport à S sont 
— V, — w. Ces composantes A, B, C ont donc pour valeurs 

A. = 03. — )'gui+ r-^v, 
B = 3p — r-m-raw, 

C = 9Y — '""■'" + ""P"; 
quant aux projections de la rotation, elles sont 

et le complexe cherché aura pour équation 

{gn — r^W ■+■ ryv)»M + (fif0 — r-(U + raw) n 4- {g-f — rav + 

-t- ai-f — p 

Si les équations de l'axe sont données sous la forme 

X =m,z + [i„ 

il suffira de remplacer dans l'équation précédente « par [t., + m, u 
ce qui donne, en posant - = m„ ■■ ;= n, et m,v, — n.ij., = w, et 

(2) (*i"'t "*" ■'i) "* + (*t"i — t*i) " -•- *! — W| + nt,M — n^]t. 

pour l'équation d'un complexe dont l'axe et le paramètre 
D'ailleurs l'identification des équations (1) et (2) nous perme 
"*,, n„ 1*,, "„ c'est à dire le paramètre et les éléments de l'a 
quelconque représenté par une équation de la forme (1). 



Vitesse en un point fixe de i'espace. 

6. Considérons actuellement un mouvement indéfini quelcor 
solide, et un point S fixe dans l'espace. A une époque quelcon 
trouve traversé par un certain point M du corps mobile, et ce 
à l'instant de son passage au point fixe S une certaine vitesse v. 
le même point S sera traversé par un autre point M' du cor] 
possédera loi"s de son passage en S une autre vitesse v', et ains 
clair que l'ensemble des vitesses successives v, v', ... que 
vitesses en S formeront un cône dont la forme dépendra de la 
ment du solide. 

Si nous r^rdons maintenant m., n„ (i,, v„ ... comme des fo 
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Cidera successivement avec toutes génératrices d'une surface 
nstantaiiés glissants, et ce complexe deviendra variable avec 
;er, représentons par Û, le premier membre de son équation 

Û, = 0. 

, les éléments m„ n„ ... deviennent m, + ù.m„ n, ■+- An,, ... 
leau complexe peut s'écrire 

û, + iû, = 0. 

rs 0, la congruence 

0. = », '(^ = 0, 

istituée par les droites fixes de l'espace qui ont la- propriété 
malement par les points du solide, non seulement à l'époque t, 
lue t -h dt. Les droites de cette congruence étant normales 
lales au cône des vitesses en S. Nous arrivons donc â cette 

est en mouvement, il existe une infinité de droites fixes 
des vitesses de tous leurs points, et ces droites forment une 

îs de même le système des équations, 
„ dQ, ^ d*Q, „ 

perbololde dont toutes les génératrices d'un certain système 
lis aux vitesses en chacun de leurs points et cela pour trois 
!, d'où l'on conclut que : 

ossède un mouvement indéfini, il existe à chaque instant une 
ir lesquels le cône des vitesses présente un élément plan, c'est 
'ire sphérique est nulle. Ces points forment un hyperboloîde 
sont normaux aux génératrices de l'un des systèmes de cette 

ats points fixes S, il en est qui possèdent une propriété 
léral, la vitesse en S n'est pas la même à l'époque i qu'à 
y a donc pour ainsi dire une variation de la vitesse eu S. 
employant nos axes de coordonnées ordinaires, les expres- 
BS de cette vitesse en S (a, b, c) à l'époque t. 
bout d'un temps t infiniment petit sera en S (a, b, c), a pour 
■s a-i-brt,b — art, c — w't. D'après nos formules générales 
3', la vitesse de ce dernier point, au moment de son passage 
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en S, c'est à dire à l'époque /, aura pour composantes 

r,=— (i>— orl)t* + [u' — {a -h brt)r^ — (b — art) . , ., 
«, = (o + brt) r+[a + brt) r' — (b — art) r* — (c — w' 
V, = w' + [w* + (fr — art) p'] t, 

OU, en négligeant les termes en (', 

w, = — bc4-(w' —br')t, 
v,= ar +(«!■'- cp')t, 

V, := w' -h (w* -i- bp') t, 

d'où l'on voit que la vitesse en S change généralement de grandei 
Si l'on désigne maintenant par accélération en S une certaine i 

les composantes seraient w' — br', ar' — cp', w' + bp', on voit 
Le lieu des points où l'accélération a une valeur donnée A, est 

()(• — br'y -+- (ai*' — cp')* -h («'' + bpy = A.-. 

Cette accélération n'est nulle pour aucun point de l'espace, 
mouvement considéré soit d'une nature particulière. 

Il faut en effet que l'on ait — h — ^ = 0, et alors l'accéléra 
points S de la droite 

u' — br' ^ 0, ar' — cp' =: 0, 

parallèle au plan zOx, est nulle. Cette droite est aussi l'axe 
accélérations. 

It existe une infmité de points S où la vitesse à l'époque a lî 
qu'à l'époque t. Il suffit, pour obtenir ces points, de considérer 1 

«' — i»)-' ar' — cp' mi' + bp' 



P 

et 

rp' b' + (rw' — r'w') b -t- u'w' = 0, 

qui représentent deux droites rencontrant l'axe des y et parallèl 
d'où l'on conclut que : 

Quand un solide possède un mouvement indéfini, il existe une 
fixes où la vitesse conserve une direction constante au 3^ ordre 
sont situés sur deux droites variant avec le temps. Ces deux dt 
la tangente à la base de la roulette menée par le point central dt 
glissant perpendiculairement à ce dernier. 

Soit S un point de l'une de ces droites, le pian fixe P qui serai 
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à la vitesse en S aurait la propriété d'avoir le même foyer à l'époque ( qu'à 

peut donc dire que : 

se déplace, iî existe à chaque instant une infinité de plana 
restent invariables au 3° ordre près. Ces plans sont normaux 
8 des points de deux droites. 
ment à la congruence 

O,=0, ^ = 0, 

s aux vitesses en tous leurs points, aussi bien à l'époque t 
t. Si en un point S la vitesse a conservé sa direction, toute 
lée par S à cette vitesse fera partie de la congruence, donc 
ne des directrices de cette dernière. D'où l'on conclut que : 
i droites normales aux cônes des vitesses de chacun, de leurs 
•ices les deux droites trouvées précédemment. 
entre les deux équations de la congruence, on obtiendrait un 
lont le cône aurait ses génératrices perpendiculaires à deux 
itives Sv, Su' du cône S, c'est à dire au plan langent de ce 
dil le cône du nouveau complexe est supplémentaire du cône 

uveau l'hyperboloïde 

^ dû, „ d'Û, „ 

s où les vitesses à trois époques consécutives t, t + dt et 
un même plan, c'est à dire où le cône des vitesses a une 
nulle. En un point S de l'une des droites que l'on vient de 
L l'époque t a la même direction qu'à l'époque t + dt, donc 
3 trois vitesses consécutives sont dans un même plan, d'où 

u des points oïl le cône des vitesses a une courbure sphérique 
mx droites trouvées précédemment. 

équations écrites plus haut on adjoint -777 = 0, on obtient 
léaires, et les deux droites communes à ces quatre systèmes 
1 des points fixes de l'espace pour lesquels les cônes des 
dateurs à des plans, d'où l'on peut conclure que : 
fixes où les cônes des vitesses sont surosculateurs à des plans, 
ème de deux droites. 

ut se proposer sur les vitesses qui rt^ent en un point fixe 
lions analogues à celles que l'on tntite à propos des vitesses 
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successives d'un point mobile avec le solide en mouvement. Pa 
de deux vitesses consécutives en S, c'est à dire le plan tanj 
vitesses, serait l'analc^e du plan de deux vitesses conséct 
mobile M, c'est à dire du plan osculateur de sa trajectoire. 



Courbes qui sont à elles-mêmes leurs conjuj 

7. Reprenons le complexe « = ft des droites perpendiculain 
de leurs points, puis cherchons les droites qui partent d'un pc 
En représentant l'une de celles-ci par les équations 

a- ~~ a y — b 2 — c 



il vient, pour les éléments ordinaires de la droite, 

ni=: -1 n^-< iji = a v = b — — i 

ï Y Y Y 

et 

«6— 2rt 



Le complexe considéré prend donc la forme 

nb — ^a = ky. 

Remplaçant enfin a, g, y par da, db, de respectivement, il vieni 

bda — adb ■:= kdc, 

qui n'est autre chose que l'équation différentielle des court 
trajectoires de tous leurs points. 

Si à cette équation on adjoint celle d'une surface quelconqu 
aura 



bda-adb = k(pda-t-'hdb\, 
\da db / 



pour l'équation différentielle des courbes tracées sur la surlace, 
Les courbes précédentes ont la propriété d'être à elles-mêmes 
En effet, les plans osculateurs de leurs différents points sont no 
toires de ces derniers, ainsi qu'il est facile de s'en assurer en re 
relations 

db d'à — de d'b de d'à — da d^c da d'fe — db 

— br ar w' 

sont des conséquences de l'équation différentielle de ces courba 

TllÉVENET. 
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iplexe des vitesses. 



muitanées de tous les points d'un solide en mouve- 
ent les droites sur lesquelles elles sont comptées, 
ites dont nous allons chercher l'équation. 



= mz + [t, 

= ns + V, 



î s'il existe un point a, b, c qui soit situé sur cette 
: coefficients angulaires m et n. On aura donc les 



c + v_(mc+jx)_ 



u — nk =0, 



mplexe du 2* ordre, et à l'aide des substitutions 
ne qui a son sommet en S (o, b, c) l'équation 

h &') -*- (6(1 — a?) Y= 0; 

point S ainsi que la vitesse de ce même point. 

-emarquable de se confondre avec son conjugué. 

km' kn' k' 

18 son équation m par — ;-> n par —7- et « par — • 

m'* + n'*) + «' = 0, 

des droites perpendiculaires à leurs conjuguées. 



n'UN CORF 
ce qui donne encore le même complexe 
k (m* + n'] 

Toutes ces remarques résultent des pro 
tangentes à la trajectoire d'un de leurs p 

II nous reste à obtenir la conique di 
pour cela de regarder une droite quel» 
indéterminé 

et du plan de la conique 

Les éléments de la droite ont pour exj 



On pourra donc écrire l'équation du 
mettra en évidence toutes les droites d'u 

fc[((,^_3c)' + {»c-a-r)'] 

rions laquelle 3 n'entre qu'au i"' degré, c 
considérées sont du genre parabole. Rei 
lèies à Oz pour lesquels on a c = 0, ce ( 

k (a* + (>') Y + ( 

D'où l'on voit que la normale au plan ind 
par suite toutes les droites de ce plan soi 
Traitons encore la question suivante : i 
les points M' infiniment voisins de M el 
rencontrent. II suffit d'exprimer que les 
un même plan, ce qui donne, en dési 
coordonnées de M', 

I — ftr 
—{b + db)r {a-\ 



fr(do' + dV) + de 

équation différentielle qui convient à tout 
tous leurs points forment une surface dév 



n'est autre que celui du 
jses de M et de M' concou- 



^lle précédente celle d'une 



•■ê de courbes teUes que les ■ 
éveloppable. ■ ■ 

posant 

P (p. «-). 



ie est de révolution autour 
irectrice serait l'axe Oz. Si, 

comme cas particulier la 
e lieu des points dont les 
I3i le cône du complexe de 

[ues, on retomberait sur la 
ique d'un plan est, comme 
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Éléments du second ordre. — Ëtnde des accélératic 
des différents points d'un solide en mouvi 

9. Nous avons vu que les composantes de l'accélératto 
conque M sont des fonctions linéaires des coordonnées a, b, 
ont pour expressions 

-f, =: w' — or' — br', 
1, =01^ — br* — cp' , 
T, = w' -t- bp'. 

Convenons de porter à partir de l'origine, sur une parallèlt 
point M, une longueur égale à celte-ci, nous obtenons un pi 




données sont y,, ■]•,, y.. A un système de points M correspc 
points n homographiques du premier. Si M décrit une droi 
autre. A une surface du degré m décrite par M correspond ui 
degré engendrée par i*. 

En égalant à les trois composantes de l'accélération t^», 
certain point C auquel correspond l'origine dans le système 

Cela posé, si [* décrit une sphère ayant pour contre l'orig 
ellipsoïde ayant pour centre le point C. 

Donc, le lieu des points qui ont une accélération de granc 
ellipsoïde désigné sous le nom d'ellipsoïde des accélérations. 

Si te rayon de la sphère Heu des points i^i varie (fe à l'infi 
des points M. variera en grandissant, et en restant concentriq 
à lui-même. 

Si le point ^ décrit une droite passant par l'origine, le poi: 
autre passant par le point C. 

Donc, le lieu des points dont les accélérations ont une âiret 
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ne SOUS le nom de centre des accélé- 

oite quelconque ne passant pas par 
oint M une certaine droite dont tous 

à un même plan. Si le point '^ décrit 
endrera un plan déterminé. 
ions sont parallèles à un même plan 
.ccéUraiions. 

ïlution ayant l'origine pour sommet, 
degré. 

ons font un angle constant avec une 
liîte, le lieu des points d'un plan dont 
ne droite est une conique. 
tion plaDe sur un ellipsoïde d'accélé- 
1 sphère homologue. Donc, les accé- 
'■ plane d'un ellipsoïde d'accélération 
! direction fixe. 
lond le milieu i* du segment homo- 

des ellipsoïdes correspond un plan 
ijugués de l'ellipsoïde correspondent 

•013 diamètres conjugués de l'un des 

•es deux à deux. 

urs un point dont l'accélération est 

ul. 

x; par l'origine menons un plan k 

uivant une droite a3. La droite AB 




plan P dont les accélérations seront 
lection de cette droite AB et de la 
)nt la trajectoire est osculatrice à 

D, son homologue -z tourne autour 
le plan k tourne autour d'une autre 
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riroite Od parallèle à D. Dans ces conditions, ag engendre i 
en est de même de AB. 

D'un autre côté, on sait que le lieu des caractéristiques i 
par une'droite D est un byperboloïde. En combinant cetti 
précédente et en remarquant que les deux hyperboloïdes ont 
on arrive à cette proposition : 

Les plans passant par une même droite sont osculateurs a 
série de points formant une cubique gauche. 

A une série de plans P parallèles enti'e eux correspond 
également parallèles entre eux. D'un auti-e côté la direction 
aP décrit un plan passant par l'origine, et la droite AB 
d'ailleurs les caractéristiques de plusieurs plans parallèles 
plan; on peut donc dire que : 

Une série de plans parallèles étant donnée, les points don 
osculatrices à ces plans sont en ligne droite. 

Enfin si par l'origine on abaisse des perpendiculaires su 
passent par A, les pieds de ces perpendiculaires formeront ii 
plan tourne autour d'une droite, le point de ce plan qui a 
faible décrit une conique. 



Plans oscillateurs des tra|ectoires des différents pt 

10. Considérons une droite D, son homologue sera A„. ] 
point M étant ^ale et parallèle à O-^ qui décrit un plan, 
paraboloîde. 

Si maintenant on opère sur les vitesses comme sur les ace 

Fig. 7. 




si par l'origine on mène des droites Oy, égales et parallèles 
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le autre droite A, homologue de D, 

int un paraboloîde, donc le plan 

ïux paraboloïdes a pour enveloppe 

î. 

i, varieront respectivement sur A, 

visions homographiques, par suite 

is que le plan Ojj^i*, enveloppe le 

xrallèlement aux plans oscuîateurs 
n cône du second degré. 
point M a une direction distincte 
ne infinité de points du solide pour 
) direction. Ces points sont donnés 

- cp' w' + bp' 



1 d'un cylindre parabolique parai- 
Or on sait qu'une droite D peut 
ibique gauche, 
qu'un point commun M' avec la 




, deux points jto et m, en ligne droite 
|ji, admet donc pour l'une de ses 
i-dire \iiiC- Soit 03 la deuxième 
Iconque de D. Le plan osculateur 
tlan 0|ji„[x^ qui passe constamment 
eurs relatifs aux différents points 
sait déjà qu'ils sont tangents à un 



d'un corps solide. 23 

paraboloïde hyperbolique, donc ces plans osculateurs enveloppent un cylindre 
parabolique. 

Considérons actuellement une droite D ayant deux points communs avec k 
cubique gauche. Soient M' et M' ces deux points, [x^, iC les homoh 
(«i, [jC ceux de M', 

Les points ^i et nJ étant en ligne droite avec le point ainsi 
[jj et jj,', il s'ensuit que les droites i^ et à,, sont dans un même plan 
Dans ce cas, le plan osculateur MAV relatif à un point quelconqi 
lèle au plan Oh,Hp qui est invariable, conserve lui-même une direct! 

Donc, si une droite rencontre deux fois la cubique, les plans o 
trajectoires de tous sôs points sont parallèles entre eux. 

Si en particulier la droite D rencontre la cubique gauche en di 
et M' tels que les vitesses v' et v' de ces points soient concourantes, 
sera parallèle au plan des deux vitesses et de la droite D. On peut c 
tlans le cas actuel, les plans osculateurs relatifs à tous les point 
sont confondus en un seiil, et on a une droite qui décrit un élémt 
plane. 

On se rend compte de ces résultats en remarquant qu'un point 
précédente ayant sa vitesse et son accélération dirigées suivant uni 
décrit un élément rectiligne au 3" ordre près. Dès lors, la droite D 
points M' et M' qui glissent sur deux droites fixes pendant un ten 
petit. On sait alors que tous les points de la droite D se meuvent < 
parallèles à la fois aux deux droites fixes. 

Cette propriété qu'ont les points M', M', ... de la cubique d 
éléments rectilignes, fait de celle-ci l'analogue du cercle d'in: 
géométrie plane. 



Étude des axes de courbure des trajectoires slinull 
des différents points du solide. 

11. On sait que les équations de l'axe de courbure d'une courbe 



( (X—x)dx+(ï — d) dy +{Z — z) dz = 0, 

i {X - a;) d'x + (Y - y) d'i/ + (Z — :) d'z = dx' + dy* + 

X, y, z désignant des coordonnées courantes, et x, y et z des fonc 
nées d'une variable indépendante qui sera le temps i dans la que 
occupe. Remplaçant dans le système (i) x, y, z par leurs développ 
sant ensuite ( = 0, il vient 

— (X — a) fcr -H (Y — h) ar -f- (Z — c) xo' = 0, 
(X— «)(«'— ar»— 6r')-^(Y— ())(«r'-6r'~cp')-i-(Z — c)(i«'-»-6p') = a' 

THâVENET. 
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X + «vY + (: — (■))(•' =0, 
- (»)■' — cp') Y + {w' + 6p') Z = rtU' 4- CWJ" + )f'». 

lire, 

. t' 

■ = « + <(! +« ;;• 

_ ' ' '* 

l'axe de courbure (fe la trajectoire du point a, b, c 

X + b'\ + c'y. = d\ 
X + b'\ + c'Z = (C. 

jc l'axe de courbure se transporte à l'infini si le 
le la courbe gauche 



'inilexion. 

irbure est indéterminé dans le plan 

\ -h b'\' + c'Zz=d', 

relations 



"-• + fep' 



i trois premières fractions par a, b, c respective- 
BS et retranchant des termes de la quatrième, il 



cubique d'inflexion en quatre points imaginaires, 
s points pour foyers offrent une indétermination 
bure qu'ils peuvent contenir, 
e les équations de t'axe de courbure sont linéaires 
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par rapport aux coordonnées o, b, c du point, décrivant, ce qui montre que lé lieu 
des points dont les axes de courbure passent par un point donné x, y, z, est une 
droite dont nous aurons à nous occuper ultérieui-ement. 



Lieu des axes de (roiirliiire relutlfs aux dïnérenls points d'une 

12. Considérons une droite D ayant pour équalions 

,c — n 1/ — h : — c. 

Pour obtenir l'axe de courbure d'un point quelconque de cette droite, ii s 
remplacer dans les équations (3) ft, h, c par a + ap, b + gp, c + yp rei 
ment. Si, pour abréger, nous posons 



(i) 



-Pf 



0P' = 



' = y, 



les résultats de la substitution indiquée dans a', b', c', n', b', c', <l' et d' 

a' + a'p, '/' -t- y p, c' + ■(' p, a' + j'p, etc., 
et les équations de i'axe de courbure deviendront 



(!->) 



W/y- 



c'z — d' + p [a' jc 
c'z-d--i-p[j.\c 



-^'u- 



- 5'| = 0. 



Si maintenant on Tait varier p de — x à + ^ , le premier plan (5) tourn 
de la droite 

i a' X -t- b' if + c' z — d' = 0, 

( a'x+^-y-hy-z-i' =0, 

et le deuxième plan (5) autour de la droite 

( a'x + b'n ■+• c'z — d' — 0, 

( a'j-4- ry + v'î- «'-*>■ 

Le lieu cberché est donc un liyperlioloïde passant par les droites A el 
la première est visiblement la conjuguée de la droite donnée D. 

Lorsque les droites A et A' se rencontrent, l'iiyperboloïde précédent ! 
à un cône; ii faut pour cela que l'on ait 



(6) 
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, 3, Y et en a, h, c, el qui évidemment représente 
Ainsi : 

8 de courbure relatifs d tous leurs points forment 
•,xe du second ordre. Or i! est évident que tous les 
jur axes de courbure les différentes génératrices 
,nces dnistantes au 3" ordre près du sommet de ce 
eut dire que la droite D pivote autour du point S. 

les droites qui ont la propriété de pivoter autour 
complexe du second ordre. Nous désignerons ces 

PIVOTANTES. 

axes de courbure des différents points de la droite 
le cette droite. Donc, la conjuguée d'une pivotante 
■errons plus tard que la proposition réciproque est 

parallèles, l'hyperboloïde précédent devient un 
conjuguée de D. 
. que l'on ait : 



,. sont linéaires en a, b, c, tandis que a', ^',y',a' ... 
i a, p, Y- On voit donc que d'un point quelconque 
!S dont tous les points ont des axes de courbure 
mêmes que celles qui s'appuient deux fois sur la 
ire aussi qu'elles pivotent autour de points situés 
ts se meuvent dans des plans parallèles en négli- 



nt les suivantes : 

I \ a' b' d' \ 

= 0, et a' 0' î' = 0, 

S A et A' se confondent, et les droites D qui satis- 
et (8), et qui sont en nombre limité, ont la pro- 
iurs conjuguées respectives A et cela au 3« ordre 
ajectoires de tous les points de D ont un seul et 
este pour ainsi dire conjiigué de D pendant deux 
ns d'ailleurs les droites A et A' dont la première A 
de D. Au bout du temps t + dt, la droite D est 
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venue en D', et à cette nouvelle époque elle a une autre conjuguée que l'on 
obtiendrait en changeant ( en ( H- dt dans les équations A. On n'obtiendra pas 
ainsi le système A', niais un système qui peut le remplacer dans tous les calculs 
précédents. On peut donc dire que : 

i" Si les deux conjuguées consécutives d'une droite D ne se rencontrer 
le lieu des axes de courbure des points de D est un hyperboloîde; 

2" Si les deux conjuguées consécutives de D se rencontrent, les axes de 
bure des points de cette droite forment un cône dont le sommet est anpivo 

3° Si ces mêmes conji^ées sont parallèles, les axes de courbure des poi 
la droite forment un cylindre, et son pivot a passé à l'infini; 

4» Si une droite D est telle que sa conjuguée à l'époque t soit la mêm 
l'époque t + dt, tous les points de cette droite ont le même axe de courh 
cet axe est pour ainsi dire une conjuguée persistante. 

Il est maintenant facile d'introduire dans l'équation (6) du complexe des 
lantes les éléments ordinaires d'une droite. Cette équation peut s'écrire, en 



-br, 



u — ar^ - 
— aï*' — 



■br-. 



w c 

Wl'f 



Divisant par r les deux premières lignes et posant - 



— b. 



- ar" — br' 



- ^^ - YP', 



kc 
kf 



- bp', 



Multipliant enfin les deux premières lignes par r', puis retranchant de 1: 
sième et de ta quatrième respectivement, on a, en posant w' — kr' = g. 



- bp' , 



-^f'-yp', 



-ï? 



pour représenter le cône du complexe relatif au point a, h, c. 

Il vient ensuite, en faisant a = 'j., b = i, 0^=0, - = m, - = n, 

Y ï 

— V, iJL, k, 



— nr* — p', 



np. 



m'h + K>'* 

mu' + g 
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mt — ït[j. 


==<., 










+ fcv*M') < 


Il + Ap'r'un 


+ gp' u 








d" + m") 


«' + fc,-»îc".t» 


+ 2ftp't 


'nu 


+ fcp"v 




M)" -H fcu'j 


')«-ftVV 


+ fcffP' 


+ ft 


V"'- 





comprise 


dans un plan 


quelconque 






i>i/ + c: - 


-d = 0, 











recteurs a, b, c et dont la distance à l'origine 
it une droite quelconque de l'espace comme 
ipposé fixe et d'un plan indéterminé 

it laquelle se coupent ces deux plans sont : 





d-i — cS 


ation (iO), on a 





bv— gc)— (p'iF'*+fcrV)(dY— c3)(ac— Y") 
;d^_cî)(aS-arf) + (^' + AV)(dY-cS)(«3-ba) 
('■'(ac— Ya)» + 2fcp;w'(ac— Ya)(P<i— Sb) 
)(<iP— bi) + (fc;3'w" + /£Vi-*)(aC-Y«){a&-''i) 
'ï) + fc3P'(«S— ad){ap— ba) + fcyw'(ap— ()a)*=:0, 

pport à £, prendra la forme 

y) 5 + Pd' + Qd + R = 0. 

de l'axe du plan mobile (12), on trouve deux 
^ne, et par conséquent à deux plans parallèles 
eux tangentes parallèles de la conique du com- 

•eprésentera l'a;, l'y ou le z du centre de la 

la direction (a, 9, y) parallèle à l'axe des x, â 

centre x„ on aura 
+ 3'__ Nd + N' 

r i, par et y pai" 0. On aura de même y, en 
I, Y = (). €t enfin z, en faisant dans les mêmes 
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lonclions a = 0, 3 = 0, 7 = 1. Si maintenant on désigne pai- N,. 
lésultats (le ces trois séries de substitutions, on voit immédiatement 
il varie ou quand le plan (H) se transporte parallèlement à lui-même, 
centres des coniques du complexe est une droite dont les cosinus dir 
proportionnels à N,, Np et N.^. 

Or la quantité N a pour expression le coeRicient même de di ( 
lion (13), c'est-à-dire 

N = — 2p'u'c-( — kp'r'b-^ — kp'r^c^ + gp' »•; + gp' ac — 2kp 



N, 


— !7P' c — 


. 2/rp' 


'a. 


Kf 


= -kp', 


■'c. 




Nt 


= -2p'u'c- 


kp' 



et le plan (H) aura unedirection principale si l'on a 

ijp' c — 2A/i''a — kp' r*c — 2p' n'c — kp' r^b ■+ gp'n 

â ~ b ~ 7" ' ^' 

Désignant par S la valeur commune de ces trois rapports divisée pr 
par p', il vient 

{2kp' -t- S)a —gc =0, 

Sfc + kr'c =0, 

— ga -h kr'b + {2u'+S:)c=0, 

et l'on a pour déterminer S 

I 2kp' -H S —g I 

S A-»-» =0, 

I — g kr* 2u' -f- S [ 

équation du 3* degré dont les nicines sont toujours réelles, et pe 
trouver trois directions rectangulaires qui sont celles des plans prini 
elles. 

Complexe des axes <le cuui'l>ure. 
13. Une droite A 

^era un axe de courbure, si l'on peut ti'ouver un point a, b, c dont 
coïncider avec la droite A. Or les équations de cet axe sont 

\ —b,-x + ar7j + w' (r-c) = 0, 

•'- I ((u'- ».■' - br') .,■ + («»■■ - 6r* - cp') y -H («■' + bp') z = au.' + 

Itemplaçaiit x, y, z par A. + xp, B + &?, C + -;? respectivement ( 



r 
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uel que soit p, il vient 

br X + avB + a' {C—c) = 0, 

[>r i + or g 4- ic' Y =0, 

ir' — by* — cp') B + (w' -h bp') C — au' 

ir' — br* — cp') P + («>' + bp') Y = 0. 

isant — = k, 
r 

-A, 



— K, 

-r'B — u 



KG 

Ay 



■re et la deuxième ligne par r' et retranchant respec- 
e la quatrième, il vient, en posant w' — kr' = g, 



i, 


— K, 


KC 




0, 


*Y 


f'B, 


-P'B-S, 


Au' + Csr 


r'i. 


-P'P, 


.u' + 



complexe dont le sommet est A, B, C. 

es éléments de la droite, en faisant A = ;*, B :^ v 

ra l'équation 



p'ip'* + ftr*«') un — fcp'r'uiJi + ffp'ùjv 

HJ'* + u'') m* + A:v'Ki'*n' + 2fcj)'u'H[ji + Aj)'*v' 

l'io'* + ftr'u')!! + k'p'r''/. -t- fcgp'v + fc'p'w' = 0. 

C = avec celle du complexe des pivotantes dont 
membre par P, on constate l'égalité 

. - fc) [(p'tt." - fc.-'u') n - fcp'i-V], 

es des complexes linéaires w = A et (p'w" — kr'u') n 
e de l'un des complexes C = ou P = 0, font partie 

nplexes C et P sont conjugués. Si, en effet, dans 
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l'équation C ^= on fait les substitutions 

km' kn' k\i.' kt' fc' 

on retrouve l'équation P ;= 0. 

Il est facile de se rendre compte de ce résultat. Nous avons déjà vx 
que la conjuguée d'une pivotante est un axe de courbure, il sufTit donc 
la proposition réciproque. 

Soit Da une droite quelconque et A sa conjuguée. Si la droite D, est i: 




courbure, elle ne peut l'être que pour un point a de sa conjuguée i! 
comme on sait, le lieu des foyers des plans (D„ «) passant par D,. Soit n^ 
P un point quelconque de A, P étant le foyer du plan (D,, P), l'axe de 
du point P ne peut être que dans ce plan, donc l'axe de courbure 
rencontre D„ en un point S. Cela posé, quand le solide se déplace, P re 
distance constante au 3^ ordre près de tous les points de l'axe SA et 
culier du point S. De même :c dans son mouvement reste à une distance 
au 3" ordre près de tous les points de son axe de courbure et en( 
de S, Nous avons donc deux points a et P d'une droite A qui conser 
distances au point S, donc tous les points de A pivotent autour de ï 
fallait démontrer. 

Il résulte aussi de ce qui précède que les axes de courbure de tous '. 
de A rencontrent D. en un même point S. 

En résumé : 

1' Les axes de courbure de tous les points d'une pivotante A formen 
dont îe sommet est le pivot S de à et qui contient la conjuguée E 
dernière. 

2" Les pivotantes de tous les points d'un axe de courbure D, formen, 
dont le sommet est le point a correspondant à cet axe et qui contient la cm 
de ce dernier. 

TflÈVENKT. 6 
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1 complexe des axes de courbure. 

un axe de courbure comme l'intersection d'un plan 
ax + by + cz = d 

aa: + Pj/ + yz = 5, 



bl 


'~ a^ — ba' 


à-,— c8 


»ï 


ai —dm 


" "aS-bi 


bi 


'"oj— ta 





e C des axes de courbure pour obtenir l'ensemble des 
tt fixe suivant un de ces axes. On obtient ainsi l'équa- 

Y — cî)(b-[- — cP) + {p'tt''* + fcf'u')(dY— cB)(ac — ay) 
.) + ffp'(dY— cS)(«?-*d) + (?' + *V)(dY-cS)(a3-ba) 
)' + ftr'ip" {ac — ov)' + Ikp'u' (oc — 07) (gd — îb) 
;(>y_pc)(ap-a6)-ft(p'«," + ftr'u')(ac-aY)(ap-ab) 
l — ab) + ftffp' (a3 — ad) (ag — «fc) -1- ft'p'w' (ag — <xb)* = 0. 

de 8', on a, en divisant par ^', 

* — kr'hc — ff oc + fcp' a' := 0, 

■ ioîM les plans (1) doni ïa no»"maie es* paraHéic à un 
ré, la conique du complexe se réduit d une parabole. 
)mpte de ce résultat. 

bique d'inflexion ont en efiet leurs axes de courbure 
lan normal à la trajectoire de ces points. Cherchons 
u-allèles aux vitesses des difierents points A, B, C de 
liions sont 

-Br' _ Ar' — Br' — Gp' _ w' + Bp' 
~ A ~ k- ' 

le de ce cône XYZ, on aura 

X _Y_2 
— B^A^K' 

titre ces dernières équations et l'une des précédentes, 
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on obtient, en posant toujours w' — kv' = g, l'équation 

«•Z* — Ar'YZ — g\Z — kp' X' = 0, 

qui est identique avec celle des directions normales aux plans parabolit 
Comme dans l'étude du complexe des pivotantes, nous calculerons le 
de dS dans l'équation (3), ce qui nous donne 

— u'cy + Ai-'-^fc + fcr'gc + 3*17 + gxc — ikp'az. 

Dans cette expression, nous ferons successivement les substitutior 
Y = 0, « = 1, puis a = 0, Y — 0, p = 1, et enfin « = 0, g = 0, y = ' 
aurons des quantités proportionnelles aux cosinus directeurs du diai 
plans parallèles au plan (1) . Ce dernier sera donc un plan principal, Iors( 

gc — 2kp' a kr'c — u'c + kr*b -i- ga 



en désignant par S la valeur commune de ces trois rapports. On ob 
déterminer cette inconnue auxiliaire, la relation 

j 2kp' + S, ~9 \ 

S, — Ar" =0. 



Aux trois racines de cette équation correspondront les trois directions 
laires entre elles des plans principaux du complexe des axes de courbur 

Pour étudier les coniques singulières contenues dans la série des pi 
lèles aux plans (1), nous pouvons dans l'équation (3) faire 8=0. Cetli 
sentera alors l'ensemble des plans qui, passant par l'origine, touchent 1 
du complexe contenue dans le plan (1). Cette conique se réduira à un s 
deux points si le cône supplémentaire des directions a, g, y se réduit à u 
de deux plans. 

L'équation (3) homogène en a, p, y, où l'on fait 3 = et que l'on or 
rapport à ces lettres, a pour coefficients des polynômes du second degr 
semble donc que la condition qui exprime que le cône (3) se réduit à à 
sera du sixième en d; mais il est facile de voir que les termes en d 
disparaissent, d'où l'on conclut que, parmi les plans parallèles à un pi 
il en est quatre pour lesquels la coniqtie se réduit à deux points. 

Pour continuer cette étude des coniques singulières, il nous paraît 
de procéder un peu différemment. Au lieu de déterminer le plan (i 
cosinus directeurs et sa distance à l'origine, nous prendrons pour parai 
ce plan les coordonnées a, b, c de son foyer F. 

Nous avons démontré que les axes de courbure et les pivotantes sont d 
conjuguées deux à deux, de sorte que, aux axes de courbure A envel 
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1 P rftrrftsnonHfint les génératrices d'un cône ayant pour sommet 
que le cône ';: du complexe des pivotantes, 
ir un point F le cône des pivotantes se réduise 




[ et FK, et voyons ce que devient la conique 

; le plan H, correspond une droite AM conjuguée 
>uve dans le plan P et passe par le foyer À du 
( FK située dans K correspond la conjuguée BN 
>ar B foyer du plan K. 

dans le plan P passent donc les uns par A, les 
qu'ils enveloppent se réduit à deux points (A, B). 
F, sommet des cônes évanouissants du complexe 
ire dans l'équation de ce dernier les coordonnées 
rs de la droite représentée par le système 

a _y — ft_ ï — c 



iments ordinaires de cette droite, m, n, i*, ■* et 



1* = o — - c. 



tù=:: oib — ^o; 

t faire dans l'équation du complexe 
v:=fe — ne, iù=mb — na. 
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^ 



ce qui donne 

p'v'{mb — na)'4-sru'(mfc— no)»n — (p'K7" + ftv'u')(»ift — )ia)n4-'^'v*(»wfc — na){a — me) 
-hgp' {mb — na)(b — ne) H- (3* + fcV)(m!)— no)+k(»*'(o" + u")m* + AH»'*n' 
■+■ 2kp'u'n (o — me) + kp'*(b — »ic)* + kgu'm ■+■ {kp'w' ' + k^u'r') n 

— kp'r*(a — tnc)-i-kgp' {b — nc)+k*p'u* = 
OU encore 

Am' + Bmn + Cn* + Dm + En + F = 0, 
en posant 

A =: p'u'b* — kp'r^bc + gu'b + h (r'w" + «"), 

B ^ ftpVoo + gp'bc — 2p'u'ab — gu'a — {p'tc'* 4- kr*u') b — Zkp'u'c, 

C ^ p'u'à* + gp'ac + kp'*c* ■+■ {p'ic'* + fcr'u') a + kr'w'*, 

D^ fcp'r'ob + gp'b^ + {g* + fcV) h — kp'r*c + kgv.', 

E = — Ap'r*o* — 3y'o(> — ikp'bc + {2kp'u' — g* — fc'r*) a -t- ftp'w" + fc'uV*, 

F = ftp"6* — fcp'r'o + Agp'b + k*p'u', 

et le lieu des points F sera donné par l'équation 

AE» — DDE + CD' + F (B» — 4AC) = 0. 

Or il est facile de s'assurer que tous les termes dont le degré en a, b, c 
supérieur au quatrième se détruisent, donc le lieu des points F est une suri 
du quatrième ordre que nous désignerons par S. Quant aux plans P qui ont p 
foyers les points de S, on sait qu'ils enveloppent une surface S appelée 
conjuguée de S et qui est de la quatrième classe. 

On conclut de là que par une droite quelconque il passe quatre plans p 
lesquels la conique du complexe des axes de courbure se réduit d un système 
deux points. 

Revenons actuellement au cas général où le plan P contient une conii 
proprement dite, et cherchons le lieu des points dont les trajectoires ont des a 
de courbure situés dans ce plan. 

Soit F le foyer du plan, A son axe de courbure qui en fait nécessairem 



Fig. 12. 




partie. Le point F restant à une distance constante au 3" ordre près de tous 
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droite A, les pivotantes de tous les points de A passent par F 'et 
Ine du second degré. 

itrice quelconque t~ de ce cône pivotant autour d'un certain point i 
t altirmer que les axes de courbure de tous les points de la généra- 
itrent A au même point a. Par suite, le cône F est le lieu des points 
de courbure rencontrent la droite A; mais ces axes ne sont pas tous 
P. 

s maintenant un second axe de courbure B situé dans le plan P, 
Lt qui lui correspond. Le lieu des points dont les axes de courbure 
3 est un second cône dont le sommet est p. Or F ayant pour axe A 
B, fait partie de ce dernier lieu; donc le cône F et le cône p ont une 
jmmune Fp, et par suite se coupent suivant une cubique gauche, 
courbure des points de cette cubique rencontrent donc à la fois A 
iiite ils sont dans le plan P. 

ne dire que le lieu des points dont les trajectoires ont leurs axes de 
s un plan donné, est une cvhiquc gauche passant par le foyer de ce 

et M" deux axes de courbure tangents à la conique, n' et )x les 
pondants de la cubique. Ces deux points restant à des distances 
m de M', l'autre de M', on peut dire que la corde iJi'iJi' de la cubique 
de l'intersection I de M' et M'. Donc les pivotantes de tous les points 
ont les cordes d'une cubique gauche. 

s [*' et iJi' tendent à se confondre sur la cubique, le point I devient 
, conique; on peut donc dire que les pivotantes de tous les points de 
lt les tangentes d'une cubique gauche. 

lt que ce que l'on vient de dire sur les axes de courbure et sur les 
s enveloppent dans chaque plan peut se répéter à propos des pivo- 
;oniques correspondantes, il suffit de permuter pour ainsi dire les 
eux classes de droites, 

< droites qui sont à la fois pivotantes et axes de courbure. Ces droites 
deux complexes du second degré. Par chaque point de l'espace, on 
uatre de ces droites qui seront les génératrices communes à deux 
nd degré. Bans chaque plan, il existe quatre droites possédant la 
été demandée. Ces droites sont les tangentes communes aux deux 
deux complexes. 

enUn la relation trouvée précédemment entre les deux premiers 
deux complexes C =; et P ^ des deux complexes considérés 

C = P + (u — fc) [{pV* -1- ft)-'u')n — ftp'rV]. 

nti'e que si une droite du complexe linéaire u ^ /i: appartient à 
ipartient aussi à P = 0. Donc le foyer d'un plan quelconque est le 
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point de rencontre de deux tangentes commun aux deux coniques. On en dirait 
autant du complexe linéaire (p'w'* + kr*u') n — fcp'rV = 0. Donc, dans chaque 
plan on connaît deux points de rencontre des tangentes communes aux deux 
coniques. 



Recherche des points du solide dont les trajectoires 

sont surosculatrices à des plans. 

15. Considérons un solide en mouvement et soit M (a, 6, c) Tun de ses points. 
Les coordonnées du point M qui, à Tépoque f, étaient a, &, c, deviendront, aux 
époques < + At, t + 2Af, t + 3A<, etc., a„ 6„ c„ a„ b„ c,, a„ ft„ c„ etc., et 
correspondront aux positions successives M», M„ M„ etc., du point M. Pour que 
les quatre points M, Mj, M„ M, soient dans un même plan, il faut que l'on ait 



c^ — c 



a^ — a, h^ — b, 

a, — a„ 6, — fe„ c, — c. 



= 0. 



Divisant par Af chaque ligne de ce déterminant, puis retranchant chaque ligne de 
la suivante et faisant tendre It vers 0, on arrive à l'équation 



Fi = 



a 
a' 
a 



m 



h' 

V 

V 



Jt> 



= 0, 



pour exprimer que les 4 points M, M„ M„ M, sont dans un môme plan, d'où l'on 
conclut que le lieu des points tels que leurs trajectoires aient quatre points infi- 
niment voisins dans un même plan est une surface du 3* ordre (*) contenant la 
cubique d'inflexion 



a' 



a" 



V 
h' 



Pour tous les points de cette cubique. M, M„ M, sont en ligne droite, et par 
suite M, M|, M„ M, sont bien dans un même plan. 

Changeant t en t + At dans l'équation F, = 0, il vient F, + AF, =t qui 
représente le lieu des points tels que M„ M„ M„ M^ sont dans un même plan. 
Les points qui satisfont aux deux équations 

Fj = et Fj 4- AF^ = 0, 

ont la propriété d'avoir dans un môme plan cinq de leurs positions consécu- 
tives. Or, si l'on retranche les deux équations précédentes et si l'on divise par Af, 



(0 A. Schoenflies. Jow*nal de Crelle, 89* volume. 
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il vient, en faisant tendre Af vers 0, 



ou 









F, = 0, 


Z' = ». 


a' 


V 


c' 




o' b' 


a' 


V 


c' 


= et 


a" b" 


a" 


h" 


c" 




a" 6'» 



kl» 



iIV 



= F, = 0. 



Les points communs à ces deux surfaces du 3^ ordre ont en général des trajec- 
toires surosculatrices à des plans. 
Il faut toutefois en excepter les points de la cubique 



(C.) 



a' 



V c' 



tn 



.w 



M 



qui est commune aux deux surfaces. Pour les points de cette cubique, en effet, 
les points M„ M„ M, sont en ligne droite ; mais en général le plan M M^ M, M, 
n'est pas le même que le plan M, M, M, M^ ; ces deux plans n'ont en commun que 
la droite M, M, M,. 

Les surfaces F, = 0, F, = se coupent suivant une courbe gauche du 9^ ordre 
qui se dédouble en une cubique C, et en une courbe du 6® ordre, et l'on conclut 
de là que : 

Le lieu des points d'un solide dont les trajectoires ont cinq points consécutifs 
dans un même plan est une courbe du & ordre (*). 

Changeant encore < en f + At dans les équations précédentes, on obtient la 
nouvelle équation 



dt ~ 



a 
a 



Vf 



a' 



b^ 



é" 



iIT 






qui exprime que les points M„ M„ M„ M, sont dans un même plan. 
Les 3 surfaces du 3© ordre 

F, = 0, F, = 0, F, = 

ont 27 points communs. Cherchons si tous ces points ont 6 positions consécutives 
dans un même plan. La cubique gauche C, qui appartient à F, = et à F, = 0, 
coupe F, en neuf points. Or, ainsi que nous l'avons vu, ces neuf points ne con- 
viennent pas à la question, car les plans M M, M, M, et M» M. M, M^ sont en 
général différents. 
De même les deux surfaces F, = 0, F, = ont en commun la cubique 



(C.) 



a 



m 



a 



IV 






.w 



»1V 



(*) A. Schoenflies. Loc, cit. 
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Les points de celte courbe prennent les positions M,, M,, M„ fjui seront en 
ligne droite, il est vrai, mais les plans M, M, M, M^ et M, M, M, M, sont dilîérents 
en générai. Or cette cubique C, perce la surface F, ^ en neuf pni"»" "■■; "" 
conviennent pas à la question. Des 27 points communs aux surfaces 
ne reste donc que neuf points qui possèdent la propriété demandée 
de là que : 

Bans un solide en mouvement, il existe en général neuf points do 
toires ont un contact du 5' ordre avec un plan (*). 

Il n'existe pas de points du solide dont les trajectoires aient avec 
contact d'un ordre plus élevé, à moins que le mouvement considéi 
nature particulière. 

Il est actuellement facile d'obtenir le système des plans surosci 
trajectoires des diverses catégories de points obtenues précédemmen 

Pour qu'un plan 

aa; -f. py + v: — 3 = 

convienne à la question, il faut que l'on ait 

a.a + pfe + -;c — î — 0, 
aa' + ^b' + yc" =0, 



Remplaçant a', b', c', a', b', c' par leurs valeur connues et ordonnan 
aux coordonnées a, b, c, il vient 



aa 


+ 


?-b 


+ 


yc 


= 5, 


\'a 


+ 


Y'b 


+ 


Z'c 


= U', 


X'o 


+ 


Y'fc 


+ 


Z'c 


= U', 


X"'a 


+ 


¥"i. 


+ 


l-"c 


= U", 



X', Y', Z', U', X', etc., représentant des fonctions linéaires et hi 
a, p, Y- Tirant de ces dernières équations les valeurs de a, b, c poi 
dans F, = 0, on arrive à une équation du 9« ordre en a, 3, v et du î 
l'on conclut que le système des plans surosculateurs aux trajectoires 
de leurs points enveloppe une surface de la quatrième classe, doi 
s'obtiendrait en éliminant a, ft, c entre les quatre relations précédt 
donne 

« P Y S 

V Z' U' 

Y' Z' U' 
' Y" Z" U" 

On obtiendrait les plans (jui ont un contact du quatrième ordre avi 

C) A.. SchopjiOies. Loc. cit. 
THÉVBNKT. 
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toires d'un de leurs points en opérant d'une manière analogue, c'est-à-dire en 
adjoignant à l'équation précédente la relation 



Si l'on a en outre 



les plans correspondants contiendront 6 positions consécutives de l'un de leurs 
points, et ils seront au nombre de neuf, ainsi que cela a été vu précédemment. 



Étude des sphères osculatrices aux trafectoires 
des différents points d'un corps solide. 

16. Si l'on décompose le mouvement d'un système solide en une translation 
définie par trois fonctions du temps «, v, vj représentant les coordonnées variables 
d'un point déterminé 0' de ce système, et en une rotation autour de ce même 
point, les formules qui donneront la position d'un point quelconque à l'époque t 
seront 



( x = « 



(1) 



1.2.3 



-C't^ 



1.2 



-C"- 



1.2.3 



a, b, e désignant les- coordonnées initiales du point considéré, et A', B', C, 
A', B', C, etc., des fonctions linéaires et homogènes en a, h et c. 

Ces fonctions homogènes satisfont à certaines identités que nous allons établir 
et qui nous serviront à simplifier quelques formules ultérieures. 

Il est évident que la distance S d'un point quelconque M {x, y, z) du corps à 
l'origine mobile 0' (u, v, w) ne doit pas changer avec le temps, par suite l'expres- 
sion 

î» = (x - u)» + (y - vy -1- (s - !c)\ 
OU bien 

ne doit pas dépendre de (. 



d'un corps solide. 
On a donc, quelles que soient a, b et c, les relatior 

/ aA' + bB' + cC = 0, 

l A'» + B'« + G' + aA' + bB' + 

^' j 3A'A' + 3B'B' + 3C'C' + aA" + bB 

[ etc. 

Cela posé, le centre de la sphère osculatrice est do 

pL~x)dx+{\ — y)dy + (Z- z) dz = 0, 

(X — x)d'x+ (Y — y)d'y -h{Z~z) d'z=dx* + 
Ix — x)d*x-i- {y — y) d'y + (Z — z)d*z=: 3 (dx à 

qui, appliquées au cas actuel, deviennent 

(X-a)(«' + A') + (Y-i.)(v' +B') + (Z-c)(w.' ■ 
l{X-a)(«' + A') + (Y-b)(t.' + B') + (Z-c)(w'. 



Si maintenant on tient compte des identités (2), a 
sont linéaires en a, b, c. 
Représentons, comme cela a été fait précédemment 

de t, c'est-à-dire u' + A', y' + B', w' + C, par a', 
c'est-à-dire u' +A', v'+B', w' + C',etc..., etleséqu 

i{x — a) a' -t- (y — b) b' + {z — c) c' = 0, 
(X - a) a' + (y - b) b' + {z - c) c' - a'» - 
(x — o) a" + (y — b) b" + (z — c) c" — 3a' a' 

or, d'après les formules 

a' ^ — br, a' =^u' — ar' — br' , a* =: u" + (q' •+■ 
b' = ar, b' =.ar' — br* — cp\ b" = v" ■+■ (r' — 

c' ^ w', c' =»' + bp', c" =:ftr + {2p'r 

les équations (4) deviennent, après réductions, 

ia'x + b'y + c' z=: cw', 
a'x + b'y -h c'z = au' -h cw' ■+■ w", 
a''x + b'"ij + C^z = au" 4- bv" ■+■ cw' — 

et sont effectivement linéaires par rapport aux coor 
a, b, c. On voit par là que le centre de la sphère oscut 
dant à ce centre sont liés l'un à l'autre par des rela 
aux coordonnées de ces points. 
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à l'infini. On peut donc dire que 
le instant une infinité de ses points 
le ordre près, et l'on voit que ces 
tant la cubique d'inflexion. 
[ solide ily a trois points qui décri- 

e d'inflexion, elle ne contient plus 
', et si elle rencontre deux fois la 
crivant un élément de courbe plane. 
int les seconds membres des équa- 
uivante : 

= 0, 

î ont en général un centre indéter- 

ur ainsi dire à l'époque t le même 

iécrivent des éléments de courbes 

le rebroussement, de même qu'une 

peut dire aussi que les trajectoires 

i. 

la courbe dont les équations seraient 



îments de courbes planes au qua- 
courbes sont dans des plans verti- 
î et leurs suraccélérations ont leurs 
an; mais rien ne prouve que leurs 
l qu'à l'époque t -t- dt, et n'en est 
I est traversée par la partie restante 
du 6« ordre, et tous ses points ont 

m cercle un contact d'un ordre plus 
ndre les deux suivantes : 

b' d' I 

' 6* cT =0. 
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On aurait ainsi exprimé que les trois axes de courbure cor 
toire du point cherché se confondent en un seul ; mais les ( 
l'on obtient de cette manière ne peuvent en général être satis 
puisque l'on n'a que trois inconnues a, b et c. 



Trajectoires surosculatrices à des sph 



17. La distance R d'un point mobile (a, b, c) à un poil 
donnée par la formule 

(o _ A)' + (6 — B)» + (c — C)' = R'. 

Si l'on veut exprimer que cette distance n'éprouve qu'une ' 
pour un déplacement du l""" ordre du solide, il suffit d'é 
premières dérivées de cette distance, ce qui donne 

(a — A) a' +(fc — B)b' +{c — C)c' — 0, 

{a — A) a* + (i> — B) b' + (c — C) c' + a" + b'* 4- c'» = 0, 

(a — A) a" + (b — B) 6" + (c — C) c" + 3a' a' + 3b' b' + 3c' c' = ( 

(o — A) a" + (6 — B) b" + (c — C) c" -+- ia'a" + 4i>'6" + ic'c" + 3 

et si l'on tient compte des identités (2), on voit que ces é( 

forme 

a'A + b'B + c'C =d', 
a'k + b'B + c'C =d', 
t^k + b'-B + c"C =: d", 
a"\ + &"B + c"C = d", 

a' b' ... a' b' ... d', d', d*, d" représentant des polynômes lii 
Éliminant A, B, C, il vient 



i^x) 



d'où l'on conclut que : 

Le Heu des points dont les trajectoires sont surosculatri 
une surface du 4' ordre. 

Cette surface contient le lieu des points dont les trajecti 
Irices à des cercles. 

L'équation précédente est en effet satisfaite si l'on a simuli 
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! une courbe gauche du 9" ordre se dédoublant t 



une courbe du 6* 



liait que le point mobile avec le corps restât à une distance infiniment 
ordre de sa sphère osculatrice, il faudrait adjoindre à l'équation (F,) 



e (F„ FJ représente une courbe gauche du 16" ordre; mais il est 
• que cette courbe ne convient pas tout entière à la question, 
par A, A„ A„ A„ A„ A, six positions consécutives infiniment voi- 
ot A. L'équation (F,) = exprime que A, A„ A„ A„ A» sont situés 
■ne sphère. L'équation (F,) exprime de même que A„ A„ A„ A,, A, 
te propriété, de sorte qu'en général les points A communs à (F,) et 
tels que les six positions successives qu'ils prennent sont sur une 



ns cependant la courbe gauche C, 



(T =0, 



ement commune à F, et à F,. Cette courbe est du 6^ ordre s 
le la cubique 



mposée des points tels que A„ A„ A„ Av sont sur un même cercle C, 

ime que A et le cercle C sont sur une même sphère. D'un autre côté, 

[ue A, et C sont sur une sphère et il arrivera généralement que A et C 

s sur la même sphère que A, et C, Donc 

$ points dont les distances à des sphères restent infiniment petites du 

line courbe gauche da iO' ordre. 

i enfin que le point A mobile avec le solide reste à une distance 

etite du ?• ordre d'une sphère convenablement choisie. Il faut aux 

,) et (FJ adjoindre la suivante : 
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et les points cherchés feront partie des trois surfaces F„ F 
coupent en 64 points. 

Voyons quels sont les points communs qui ne convieni 
Ainsi que nous l'avons vu, la courbe gauche C, est forme' 
pas partie de la solution, et comme cette courbe est du 6' 
24 points qu'il faut rejeter. 

De même F, et F, ont en commun la courbe C, du & on 



Les points A de cette courbe prennent des positions sui 
situées sur un même cercle C et il arrive généralement qi 
nent pas la même sphère que A, et C Or la courbe C, ren 
24 points qu'il faut encore rejeter. Des 64 points comm 
F„ F„ F„ il ne reste donc en général que 16 points convei 
l'on conclut que : 

Dans un solide en mouvement, il existe i6 points di 
sphères restent infiniment petites du 7' ordre. 

Il n'existe pas de points du solide dont les trajectoires 
des contacts d'un ordre plus élevé. 



Lieu des centres des sphères osculatrices des 
d'une droite. 



18. Il est facile d'obtenir le lieu des centres des sp! 
trajectoires simultanées des différents points d'une droite c 



D 



tl suffit pour cela de remplacer dans (5) a et 6 par les vf 
obtient ainsi trois équations linéaires en c, et l'éliminai 
conduit aux équations de deux hyperboloïdes ayant une 
c'est-à-dii'e à celles d'une cubique gauche. 

Donc, le lieu des centres des sphères osculatrices relative 
d'une droite est une cubique évidemment située sur l'hyi 
courbure appartenant à ces mêmes points. 

Supposons maintenant que la droite D rencontre une fois 
coordonnées x, y, z du centre de la sphère relative à un po 
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meront par des fractions rationnelles par rapport à c : 
MNP 

^=1' y^r '=r 

dont les termes M, N, P, A sont des polynômes du 3« d^ré en c. D'ailleurs, la 
droite D rencontre la courbe (6), (7) dont les équations, après l'élimination de a 
et b, ne sont autres que 

M = 0, A = 0, 

on voit donc que M et A sont divisibles par c — c', c' étant le z de ce point de 
rencontre. Il en est de même des polynômes N et P. 
Les valeurs de x,yeiz se réduisent donc à des fractions de la forme 





me- 


+ ni'c + m' 


" ac' + 


i'c + y ' 




pc 
2c 


+ 


p'c+y' 




' 8c 


+ 8'c + 8' ' 


a'c-(-8- 


etlel 


eu des centres cherché 


3'obtiendra en éliminant c 


entre les 


équatio 


ce qui 


donne 


&c— m, 


+ (S'x— » 
+ (8'i/ - .. 
+ (,l'z-p 

i'x—m', 
8'»-"', 
>''-P\ 


)o+8'x- 
)»+8'|/- 
)l:-^i■z- 

fx —m- 
Vt - y- 


P 


= 0, 
= 0, 

= 0, 







relation du premier degré représentant un plan, puis une autre équation 

[{îa;-)7»)(B'y — n') — (î'a:-m')(îy — »)][(3'a:— m')(!'y-n')-(ya: — TO')(S'i/-H')] 
= [(îx - m) (S'y - n') - (5'x - m') (îy - n)]', 

qui est celle d'un cylindre du second degré. 

On peut donc dire que le Ucm des centres des sphères osculatrices des points 
d'une droite qui rencontre une fois la courbe (6), (7) se réduit à une conique. 

Si la rencontre R de la droite et de la courbe (6, 7) n'a pas lieu sur la cubi- 
que (8), on peut dire que ce point de rencontre possède un axe permanent, ou 
encore que le centre de la sphère osculatrice du point R est indéterminé sur cet 
axe. Le lieu cherché se compose donc dans le cas actuel d'une droite et d'une 
conique. 

Considérons maintenant une droite D rencontrant la courbe (6, 7) en deux 
points R' et R' dont les z soient c' et c'. Les fractions qui expriment les coordon- 
nées du centre de la sphère osculatrice prennent, après la suppression des facteurs 
(c — c') et (c — c'), la forme 



et l'élimination de c entre ces équations donne deux plans. 
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Donc, si une droite D rencontre la courbe (6, 7) en deux points R' et R', le 
lieu des centres des sphères osculatrices relatives à ses différents points se réduit 
à une droite. 

Si cependant les points R' et R" ne font pas partie de la cubique (8), il convient 
d'adjoindre à la droite trouvée précédemment les axes de courbure de R' et de R' 
dont tous les points peuvent être considérés comme des centres de sphères oscu- 
latrices, soit par rapport à R', soit par rapport à R'. 

Il peut arriver enfin que la droite D rencontre trois fois la courbe (6, 7) en R', 
R' et R'", un ou deux de ces points pouvant faire partie de la cubique (8). Les 
coordonnées a:, j/, r du centre de la sphère se réduisent à des constantes. On peut 
donc dire, dans ce cas, que tous les points de la droite ont le même centre de 
sphère osculatrice. 

Enfin lorsqu'un ou deux des points de rencontre R', R', R"' ne se trouvent pas 
sur la cubique (8), on peut adjoindre au point trouvé précédemment les axes 
permanents de ces points de rencontre. 

On peut essayer de se rendre compte de ces résultats à l'aide de considérations 

Fig. 13. 





géométriques. Soient D, D' et D' les positions de la droite considérée aux 
époques <, i + df et t + 2d<. Les conjuguées de la droite seront pour ces 
mêmes époques A, A', A'. 

On sait, d'après une démonstration due à M. Mannheim et basée sur la consi- 
dération des conjuguées successives d'une droite, que le lieu des axes de courbure 
des différents points de D est un certain hyperboloïde s'appuyant sur A et A' , de 
même le lieu des axes de courbure de D' est un autre hyperboloïde passant par A' 
et A'. Ces deux hyperboloïdes ayant en commun la droite A' se coupent suivant 
une cubique gauche dont chaque point est l'intersection des deux axes de courbure 
consécutifs d'un même point de D, c'est-à-dire le centre de la sphère osculatrice^ 
de la trajectoire de ce dernier. 

TUÉVËNBT. B 
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Si un point de D admet le même axe de courbure à l'époque t qu'à l'époque 
t + dt, les deux hyperboloïdes précédents ont en commun deux droites, l'une 4', 
l'autre l'axe permanent. On sait alors que l'intersection des deux surfaces se 
compose d'une conique et d'une droite qui n'est autre que l'axe. 

Si deux points de D admettent respectivement les mêmes axes aux deux époques 
consécutives, les deux hyperboloîdes ont en commun, outre la droite 4', deux 
autres droites rencontrant 4'. On sent alors qu'ils ont encore une autre droite 
commune qui n'est autre que ie lieu ti-ouvé précédemment pour le cas actuel. 

Proposons-nous actuellement la résolution de la question inverse de la précé- 
dente. Étant donné un point fixe x, y, z, trouver dans le solide en mouvement 
un point mobile a, h, c qui admette le point fixe pour centre de sa sphère oscula- 
trice. 

Il suffit évidemment pour cela de résoudre les équations (5) par rapport ka,b,c 
en y regardant x, yei z comme des quantités données. Ordonnons donc ces équa- 
tions par rapport à a, b, c, et nous aurons 

X'« + y'fr + Z'c = U', 
X''a + Y-fe + Z-c = U", 

où, pour abréger, X', Y', Z', X', Y', etc., U', U', U" représentent des fonctions 
linéaires en ce, y et z. Ces relations permettront de trouver le point (o, b, c) 
correspondant au centre a;, y, z. 
Si l'on a 

I X' Y' Z' I 

X' Y' 7/ =0, 
I X" Y" Z" j 

le point décrivant se trouve à l'infini. Donc, il existe une infinité de points formant . 
une surface du 3' ordre, el qui sont les centres des sphères relatives à des points 
sittiés à l'infini. 
Si l'on a en outre 

j X' Y' U' I 
X' Y' U' =0, 

I X" Y" U" I 

les points qui satisfont à ces deux équations, à l'exception toutefois de ceux de la 
cubique 

X^_ V_X^ 

Y'— Y- — Y"' 

ont la propriété d'être des centres de sphères osculatrices communs à tous les 
points d'une droite. 
Les points du solide dont les sphères osculatrices ont leurs centres sur une 
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droite donnée C 

x = mz-h IX, 
^ ^ «/ = njj -H V, 

sont sur une cubique gauche. 

Si la droite C rencontre en un point S' la courbe (P, Q), le lieu des points du 
solide dont les sphères ont leurs centres sur cette droite se réduit à une conique 
à laquelle il faut adjoindre une droite, si le point S' n'est pas sur la cubique (a). 

Lorsque la droite C rencontre (P, Q) en deux points S' et S', le lieu cherché se 
réduit à une droite à laquelle il convient d'adjoindre deux autres droites, si S' et S" 
ne font pas partie de la cubique (a). 

Lorsque la droite G rencontre (P, Q) en trois points S', S', S"', le lieu se réduit 
à un point auquel il faut joindre une ou deux autres droites selon que un ou deux 
des points S', S', S'" seront étrangers à la cubique (a). 



Déplacement d'une droite considérée comme un élément de l'espace. 

19. Proposons-nous actuellement d'étudier le mouvement des différentes droites 
d'un solide qui se déplace, sans porter notre attention sur la trajectoire de l'un de 
ses points désigné a priorù Autrement dit, cherchons suivant quelles lois varient 
simultanément les éléments des différentes droites liées au corps solide. 

Considérons la droite M, D, représentée par les équations 



«1 e, 



*i 



et qui n'est autre que la droite MD 

/o\ x — a _y — h z — c 

à laquelle on a fait subir un certain déplacement. 




Les équations (2) correspondent à la position initiale de la droite, et les équa- 
tions (i) représentent la droite mobile si l'on y considère a„ &„ c^, a„p„ y,, comme 
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des fonctions du temps. Les trois premières fonctions nous sont connues par 
leurs développements eu séries 

'■ = ' + ''''■*■'■■ ri* ""1x3 + ■• 



Quant aux fonctions 3,, ^,, fn @llss ne sont autre chose que les coordonnées 
variables d'un point dont les coordonnées initiales seraient 2, 3* ïi diminuées 
respectivement des pi-ojections du déplacement de l'origine mobile sur les axes 
fixes, ce qui nous donne les formules 



,.( -+- (_ ar' - &r*) ^ + [- 3rr' :t 4- (r* - 1-') ^ + {q' + rp') f ] - 

M.2.3 ■ 



' 1.2.3 

^, = 3 + «v( -I- {«r' - p.-' - Yp') '-' + [(/ - O * - 3rr' ^ - p'v] - " 

T. = ï + PP' i^ + [(2p'r - 9') * + p'g; 



M.2.3^ ■■■ 
que nous écrirons plus simplement sous la forme 

•• = '-^ •■' + "■ ri*"" Œ-3+' 

De même les éléments d'une droite mobile 

y = n,z -t- v„ 
dont la situation initiale est donnée par les équations 

y = nz + V, 
s'obtiendront aisément" en fonction du temps. On a en elTet 

m, tu; — > «, ^ -' • [X, ^ a, ^ c„ V, = fe, - 



I! est du reste facile de voir que l'origine M, à partir de laquelle on compte la 
longueur p, peut èti-e prise en un point quelconque de la droite elle-même. Si en 
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effet dans les formulés précédentes on remplace les coordonnées initiales a, b, c 
par a + ap, & + gp, c + yp respectivement, on voit que m^ et n, ne changent 
pas. D'un autre c6té, a, devient a, + %,p, h^ et c, se changent en &, H- g,p et 
c, + Y.P) P^ 5"'*^ *^^ ^ 

V, = b^+ 3,p— — (c, -t- Y,P) = b, — iiic,, 

ce qui prouve que [*, et v, conservent les mêmes valeurs; il en est de mè 
On pourra donc, quand on le voudra, prendre pour origine de la droiU 
horizontale. Il suffira de faire c^O, a^ji, b = v dans les exprès 
éléments variables de la droite, c'est-à-dire de m, n, i*, m, et w,. 

Néanmoins, dans la plupart des cas, il sera préférable pour la syn 
formules de conserver les éléments a,, b„ c„ a,, ^,, •(^, dont les express 
sont connues en fonction du temps et de leurs valeurs initiales a, b, c, : 



ïiléments des surfaces réglées décrites par les dlCférentes i 
du solide. 

20. Considérons une droite quelconque dont la position initiale est d> 
les équations 

X — a y — b z — c 



on aura à l'époque (, pour représenter la même droite. 



La plus courte distance entre cette droite et celle qui en est infmimei 
c'est-à-dire qui correspond à l'époque t -\- dt, d. pour expression 



«1 ?i fi <" 



8 = - 



K(o(,g; - 9.«;)« + (&.f; - y.3;)' + (t.«; -«.y'.)* 
ou bien 

I «', b\ c\ I 



ï, 



dt 



8='- 
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l'angle de des deux génératrices consécutives a pour valeur 



distribution P relatif à celte génératrice aura par suite pour 



-=A=i 



t donc, pour chaque droite mobile du solide, une fonction du 
ir initiale s'obtiendra en y faisant i ^ 0. On obtient ainsi pour 
amètre au départ 



P. — i- 



lite, il vient 

m, - = n, a t= [i, 6 ^:= V, on a la relation 
(m' + n')|P, j^mv — ny.^ u, 

ne l'ensemble des droites qui engendrent des éléments de sur- 
me paramètre, constitue un complexe du second ordre. On 
qae ce complexe n'est autre que celui des vitesses dans un 
lai dont le paramètre serait l'excès du paramètre de distribu- 

lotient— relatif au mouvement du solide autour de i'axe ins- 

1 précédente on fait P, = 0, on obtient le complexe des vitesses 
«mplexe des droites tangentes à la trajectoire de l'un de leurs 

ellement le système des équations 



d'un corps soude. 
qui peuvent s'écrire, en les combinant et en y faisant f = 0, 
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a' 


b' 


c' 








X 


& 


ï 


= 0, 






a' 


3' 


Y' 




a' 


b' 


c' 




a' 


b' c' 


a 


& 


T 


+ 


d 


3 Y 


«' 


3' 


Y' 




r 

a 


3' y' 



= 0. 



Les droites qui conviendront à ces deux équations auront la propriété d'engen- 
drer des éléments de surfaces réglées telles que leur paramètre de distribution est 
nul pendant deux instants consécutifs. On peut dire aussi que la plus courte dis- 
tance de deux génératrices consécutives reste du 3© ordre, ou que les droites consi- 
dérées décrivent des éléments de surfaces développables. On voit du reste que par 
chaque point du solide il passe quatre droites possédant la propriété précédente. 

Parmi ces droites, il en est qui se meuvent de manière à rester parallèles à un 
plan fixe. Pour les obtenir, il suffit de poser, en désignant par X, |x, v les cosinus 
de ce plan, 

«jX -h 3i(JL -4- Yt^ =^ ^> 
a\\ -h P> 4- Ytv = 0, 

Éliminons X, ;x et v et faisons t — 0, il vient 






=:(a*-f.&*)Yr« + &p'=0, 



équation qui représente un cône du 3® ordre. 

On peut donc dire que toutes les droites qui sont parallèles à un certain cône 
du 3* ordre se meuvent parallèlement à un plan, ou que la courbure sphérique 
de l'indicatrice des surfaces réglées qu'elles engendrent est égale d 0. 

Il est maintenant évident que les droites qui, tout en décrivant des éléments de 
surfaces développables, se meuvent parallèlement à un plan, engendreront des 
éléments de surfaces planes. On voit en outre que ces droites satisfaisant à 
trois équations constituent une surface. 

Donc, dans un solide en mouvement, il existe toute une surface réglée composée 
de droites décrivant des éléments plans. Cette surface réglée est pour ainsi dire 
Vanalogue de la courbe d'inflexion, si Von regarde la droite comme un élément 
de l'espace. 

La surface que Ton vient d'obtenir est la même que celles des droites qui 
s'appuient deux fois sur la cubique d'inflexion, en des points tels que les vitess^es 
de ces points soient concourantes. On a vu en effet que de pareilles droites décri- 
vent des éléments plans. 
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II est d'ailleurs facile d'obtenir le système des plans dans lesquels se meuvent 
les droites que l'on vient de trouver. Soient A, B, C les cosinus directeurs de l'un 
d'eux, et D sa distance à l'origine. Le plan 

Ax + By + Cz — D = 

devant contenir la droite mobile à trois époques consécutives, on aura 



Aa + Bb -^-Cc- 


-D=0, 


Ai +l(g +C-r =0 


Aa' + Bb- + Ce' 


= 0, 


Ast' + B3' + Cy' = 


Aa' + Bfc' + Ce' 


= 0, 


A*' -t- B&' + Cy' = 



Introduisant dans ces équations les éléments ordinaires de la droite, c'est-à-diiv 
faisant m = -' n ^ -' [i ^ n, v ^ b et c ^ 0, il vient 



Al* + Bv — D =0, 




~A-ir+ Bit.r + Cw' = 0, 




A («' - ^r^ - .r') + B (^v' - vr') + G (. 


"' + vp') = 0, 


ainsi que 




\,n + B« +C = 0, 




— Aiir + Bmr = 0, 




A{- mr' - «.■') + B (mr' - nr' - p') 


-+- Cnp' = 0. 


Éliminant enfin i*, v, m et n, on aura 




A B -D A 


B 


B — A KG =0, et B 


— A 


Br'-Ar*,Cp'-Br'-A»-',Aw'+Cip' Br'-Ar' 


Cp'-Br'— Ar-, 



A chaque direction A, B, C pEu-allèle à un certain cône du 3' ordre, correspond 
une certaine valeur de ta distance D. Ces différents plans enveloppent par consé- 
quent une développable dont la podaire par rapport à l'origine s'obtiendrait en 



feisant A=jg'B=jp>C = ^etD^ t^x* + y' + 2*, ce qui donne pour les 
équations de cette podaire 

I X >J _ (x» + y' + 2') I 

!/ — -c k =0, 

I yr' — xr* zp' ^ -jr* — xr' xt'x + w'z \ 

et 

I j; >j î I 

I .'/ — ■>■- 0=0, 

I yr'— .)-i-' zp' — ijr'~xr' >jp' \ 

c'est-à-dire l'intersection d'une surface du 4* ordre et d'un cône du 3". Les plans 
perpendiculaires aux extrémités des rayons vecteurs seront les plans cherchés. 



d'un corps soude. 



Axe d'une droite. 



21. Lorsqu'on ne considère que des quantités infiniment pt 
ordre, une droite quelconque du solide peut être considérée con 
mouvement de rotation sans glissement autour d'une autre droit 
sous le nom de conjuguée de la première. Si maintenant on v 
des infiniment petits du second ordre, il faut à chaque droite a 
axe de rotation, et même adjoindre à la rotation un certain gli$s 
cet axe. 

Dans ce qui va suivre, la droite sera considérée comme un é\t 
et nous ne nous occuperons nullement de la trajectoire de tel ou 
sur cette droite. 

Cela posé, soient 
(D) x^a-hxp, i/ = b+3p, z = c + -(p, 

les équations de la droite considérée D et 

(R) 3!=: A -+- >,p, !/ = B + np, £ = C + 7p, 

celles de l'axe cherché R que nous regarderons comme fixe. 

La droite mobile D devant faire avec la droite fixe R un a 
3* ordre près, on aura, en désignant cet angle par 6, 

/ aX + 3(* + V =cm6, 
(1) ot'X + p> + 7'v = 0, 



d'où l'on tire 



1 = 0, 



en posant 

(2) D» = (p' y' - ï' fl')' + (y' a' - «' l'y + (a' &' - g 

On aura aussi 



(3) 



Ces formules nous donnent la direction de l'axe R, quand on 
la droite D, et font connaître le rayon sphérique 6 de l'indicat 
réglée décrite par la droite. 

Développons les deux dernières équations (1), il vient 

— 3rX + iïcii = 0, 

(_ ar* — pr') X + (a/ - gr» - yp') ^ + gp'v = ( 
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angulaires des droites D et R les relations 

nm' — nin' ^ 0, 
r'(»im'+nn')+p'(«-n') = 0, 

linéaires par rapport à ces quatre éléments. 
D'un autre côté, la plus courte distance 3 des droites D et R a pour expression 

! A — o, a, \ I 
I B-6, p, ijL 



(4) S = 

Cette quantité devant rester constante au 3" ordre près, et 8 étant lui-même 
constant ainsi que À, \t, v, préalablement déterminés par les équations (1), on aura 

\ —a' a î. I I A — o a' XI 

(5) — *' 3 1* + B — 6 P' [1=0, 



C — c 



amsi que 



(6) — fc' ^ (Ji + 2 — fe' &' li + B — b ^' it = 0, 
I — e' Y V I I — C y' " I I C — c Y V 1 

équations du premier degré en A, R, C et dont le système représente la droite 
cherchée R, pourvu que X, n, v y soient remplacés par leurs valeurs tirées de (2). 

Donc, à une droite donnée D correspond un axe R. 

Inversement, à un axe donné R (A, B, C, X, ^, v) correspond une droite, inter- 
section des plans que représenteraient (5) et (6) si on y regardait a, 6, c comme 
des coordonnées courantes, et si l'on y remplaçait a, p, y par leurs valeurs tirées 
de (1) en fonction de À, ji., v supposés connus. 

Cherchons actuellement ta vitesse angulaire de la rotation de la droite D autour 
de son axe R. Cette vitesse ne doit pas être confondue avec celle d'un quelconque 
des points de la droite. Elle n'est autre, dans la question qui nous occupe, que la 
vitesse angulaire de la plus courte distance 8, ou plutôt l'angle de la ligne B rela- 
tive à l'époque / avec la ligne B' relative à l'époque t + dt, divisée par l'élément 
du temps. 

Or on a, en désignant par ç, r,, C les cosinus de cette plus courte distance, 

aS + pï] + Yï = *>. 

XÇ+ i*ïj + v; = 0, 
d'où l'on tire 

5_ ^ ^ ^ t; ^ j_. 

pv — y:* y>- — ** ix'K—^t ainft 
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On a liu reste, en appelant u la vitesse cherchée, 



par suite, en remarquant que X, |jl, v ainsi que sont des 
leurs dérivées premières et leurs dérivées secondes sont 

M» sin* ft = (^' I» — y' i*)' + {■{' X — «■ ■-)■ + (a 

= a'* -h g" + y'* — («'X + ^V ■*- 

ou, en tenant compte de l'une des éqviations (1), 

(7) .■■ + r^-,- 

I^ dérivée première de la vitesse angulaire w sera don 

„„' = «'a'-H&'e' + ï'T' 
sin' 
d'où 

(8) ...■= »'»' + g'y + v'7' . 

8m9(/«'»+p"+Y'* 

11 nous reste à calculer la vitesse de glissement de la t 
de la droite R. Il est à peine nécessaire de faire remarqi 
celle d'aucun point assené sur !a droite D considérée 
de l'espace. Cette vitesse de glissement n'est autre chos 
se déplace sur l'axe fixe R le pied de la plus courte c 
mobile D. 

Fig. 15. 

l' 




Soient D et D' deux positions consécutives de la droite 
correspondants de sa plus courte distance avec R. 
Par le point P menons deux droites Pd et Va' paraJ 
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el à D'. L'élément de plan d'Pd est situé dans le plan qui contient D et sa paral- 
lèle Pd. Donc, si par P' on mène une parallèle à D', c'est-à-dire Vd'„ la plus 
courte distance PK de Prf et de P'd, sera ^ale à celle des deux droites D et D'. 
Or on a PK :=i PP' sin 6, par suite 



PP' 
Si l'on désigne par g le rapport -^ > et si l'on tient compte de l'équation (7), il 



vient 



co sin* 6 
Le mouvement hélicoïdal que possède la droite D autour de son axe R aura 
pour paramètre -> et on aura, en posant - ' 



(9) 



Les formules précédentes entraînent un certain nombre de conséquences. Con- 
sidérons l'ensemble des droites D qui ont une même direction (a, ^, -j). Ces droites 
auront des axes R possédant tous la même direction (X, y., v), ainsi que cela résulte 
des équations (1). L'angle e de chaque droite D avec l'axe qui lui correspond est 
également constant. 

La vitesse angulaire w de la rotation de chaque droite D autour de son axe est 
également le même, ainsi qu'on le constate à l'aide de la formule (7). 

Les équations (5) et (6), dans lesquelles nous pouvons faire C =: et c ^ 0, 
nous montrent que les coordonnées A et B de la trace horizontale de R sont des 
fonctions entières et linéaires des coordonnées a et fr de la trace de D. 

Donc, si parmi les droites D ayant une même direction on considère celles qui 
formeraient un cylindre de l'ordre m, on peut dire que le lieu de leurs axes R 
est également un cylindre d'ordre m. 

Décrivons l'équation (9) qui donne la valeur du paramètre de la surface héli- 
coïdale décrite par la droite D, il vient 



(10) k- = 



/«■..' 


a' a a' 


\ 




a' n a' 


1 *• M' 


+ V M' 


]w+r+-!- 


-2(.'.-+P'p-+l'ï') 


!>■ M' 


\ «■ T t' 


c ï T' 






'■ Y-r' 
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d'où Ton voit, en considérant a, 6, c comme des coordonnées courantes, que le 
lieu des droites D, dont le glissement le long de leurs axes respectifs est nul au 
3" ordre près, est un plan passant par la droite représentée par les équations (9) 
et (10). On peut donc dire que, parmi les droites qui ont une même direction, il 
en existe une infinité formant un plan et décrivant des éléments d'hyperboloîde 
de révolution. 

Si Ton égalait seulement à zéro la dérivée K' du paramètre, on obtiendrait, en 
développant la quantité K en série ordonnée suivant les puissances de <, une 

expression de la forme K + K' 7-5 dont la valeur serait constante au second ordre 

près. L'équation (10) représenterait alors l'ensemble des droites qui engendrent 
des éléments de surfaces hélicoïdales. Or cette équation est homogène et du 
4* degré en a, p, v; on voit donc que, par chaque point de l'espace, on peut mener 
une infinité de droites décrivant des éléments de surfaces hélicoïdales et que ces 
droites forment un cône du quatrième ordre. 

Il est évident maintenant que de pareils éléments de surfaces réglées, présen- 
tant un paramètre de distribution constant pendant deux intervalles de temps 
consécutifs, sont osculateurs à des hyperboloïdes de révolution; seulement ces 
hyperboloïdes n'ont plus pour axes les droites R correspondantes, comme cela 
avait lieu pour les droites satisfaisant à la fois aux équations (9) et (10). 



Droites qui glisseot sur des points fixes. 

L Dans un solide en mouvement, il existe un système de droites ayant la 
propriété de passer respectivement par des points fixes ou plus exactement de 
rester à une distance infiniment petite du 3« ordre de ces points. 

Soient a, b, c les coordonnées d'un point fixe dans l'espace. La droite, qui dans 
sa position initiale passe par ce point, a pour équations 

X — a y — h z -^ c 

a ^ t 

Désignons par a^j &„ c„ a„ 3„ 7, les valeurs des coordonnées du point qui étaient 
primitivement a, 6, c, et celles des cosinus de la droite relatifs à l'époque t. Les 
équations de la droite mobile seront 

X — ttj y — 6j z — Cj 

et comme elle doit passer par le point a, b, c, on aura constamment 

aj — a h^ — h c^ — c 



r 
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éléments variables par leurs développements, il vient, en liivi- 



înts des mêmes puissances de i, il vient d'abord 



la droite doit avoir la direction de la vitesse du point du solide 
ouve en a, b, c. 



a' b' ... a' ... x &' ... par leurs valeurs connues et éliminant 
■es réductions, 

(a* -+- ()') r" — p'bc ■+■ li'a = 0, 
p'ab ■+■ (rw' — r'i»') a + w'p' c — r'w' b = 0; 

[ue le lieu des points fixes de l'espace sur lesquels peuvent 
mobiles est l'intersection de deux surfaces du second degré. 
■ cherchées elles-mêmes, elles forment une surface réglée du 
e l'on obtiendrait en éliminant a, b, c entre les équations 

X — g _ Y — fr __ Z — c _ 
— br ar tu' 

ttes. 

re que, dans un solide en mouvement, il existe un système de 
'. sur des points fixes. Les points fixes fonnent une cubique 
s une surface du quatrième ordre. 

est l'analogue de celle qui est relative à la cubique d'inAexion 
:s considérés comme mobiles glissent sur une surface réglée 
:e. 

' aux résultats précédents en suivant une voie toute difTérente. 
■er la trajectoire d'un point quelconque A lié au corps solide, 
* de trouver le lieu des points du solide ijui dans leurs mouve- 
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ments viennent successivement passer à travers le point A considéré comme fixe 
dans l'espace. 

Soient a:, j/, z les coordonnées du point M qui, au bout d'un temps t, parviendra 
au point fixe A (a, 6, c); on aura évidemment 

a = x -h yrt H- (t** — xr* — yr') _- -f- ..., 
b = 1/ -h xrt •+• {xr' — yr* — zp') — •+■ ..., 

c = z + w't + (w' -h yp')^ -h •••; 

d'où l'on tire aisément, pour les équations de la courbe MA qui est pour ainsi 
dire destinée à glisser continuellement sur le point A, les formules 

x=z a+ hrt -h ( — w' — at^ -h 6r') -• -h ..., 
y = h — art -+- ( — 6r* — ar' -t- cp') - + ..., 
z = c — «;' t 4- (— «r" — hp^) - -+- .... 

Or il existe des points A pour lesquels ces courbes glissantes offrent des points 
d'inflexion, c'est-à-dire des éléments rectilignes. 

D'un autre côté, il est évident que la tangente à lune de ces courbes en A, 
tangente que nous supposerons liée au corps solide, glissera sur le point A comme 
la courbe elle-même. 

Cherchons donc le lieu des points A pour lesquels la courbe glissante a un 

t* 
rayon de courbure infini. En écrivant que les coefficients de ^ sont proportionnels 

à ceux de f, on obtient les équations 

— li" — ar'^ -h 6r' — 6r' — ar' 4- cp' — w' — bp' 

br — ar — w' 

qui représentent une cubique gauche ne différant pas de celle que l'on a trouvée 
précédemment. 

Il est d'ailleurs évident que l'on pourrait se proposer sur les courbes glissantes, 
sur leurs tangentes, sur leurs axes de courbure, etc., toute une série de 
questions analogues à celles que l'on a traitées relativement aux trajectoires 
des points considérés comme liés aux solides. La plupart des résultats présen- 
teraient une complète analogie avec ceux que l'on rencontre dans l'étude des 
trajectoires. 

On peut du reste, pour abréger, écrire les équations des couibes glissantes 
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relatives au point A (a, b, c) sous la forme 

Z=C + .'.-^.'^-H.... 

Les coefficients x' y' z' x' ... étant linéaires en a, b, c, l'analogie entre ces 
coui-bes et les trajectoires ordinaires devient évidente. 

Courbure des éléments de surfaces décrites par les différentes droites 
du solide. 

23. Considérons un point A (a, b, c) du solide et une droite AD passant par ce 
point. Cette droite engendrera une surface r^lée et nous nous proposons d'abord 
d'étudier l'élément de cette surface qui se trouve dans le voisinage du point A. 
Il nous sera facile ensuite d'appliquer les résultats trouvés à tous les autres points 
de la droite AD 

(1) -^~ = -f- = ^T "" ^' 

en remplaçant dans toutes les formules a, t, c par a + ap, 6 + pp, c + yp res- 
pectivement. 

Le plan tangent à la surface en A devant contenir la droite AD, ainsi que la 
vitesse de A, a pour équation 

Y — h & 6' = 0. 
I Z — c Y c' \ 

Nous ferons dépendre les coordonnées d'un point voisin de A sur la surface de 




deux variables l'une (, l'autre une longueur infiniment petite 2p portée à chaque 
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instant sur ]a génératrice mobile à partir du point mobile A. Si 
point M décrit une trajectoire, si îp varie seule, M décrit une gé 
Or les coordonnées de M {x, y, 2) ont pour expressions 



i,Sp, y = b, 4- p,îp, 



= c, + t,i{ 



<*ij ff„ <^» "n Pu Y. étant des fonctions connues du temps (. Ren: 
tions par leurs développements, il vient 

(3) !, = l.+ î.'l + f^+(?+f(-tS'0îp, 

[ 2 = c + c'I + £'-+ ^Y + t'l +t'|Up- 

}j& distance e du point M {x, y, z) au plan tangent (2) est doni 

a' t + o' - + I a -4- a' ( + a' J Bp a a' 

(>'( + b'- + (P+3'( + P'J 3p ^ b' 

°'.' -^ "' ï ■^ (t + 1' ' -*■ l') 'f f "' 
ou, en simpliliant et en négligeant les ternies du 3'' ordre, 



après avoir posé 



I 



l' + 2 (,■ 



: (Pc' - t' ,)■ + (-,«'- c' .)• + (.f - Sa')' 
: o'' + b" + c'* — (a' « + (»' p + c' y)». 



Désignant alors par V la vitesse du point A et par 8 l'angle de < 
la génératrice, on a 

D" = V — V" cos' 6' = V sin' 6. 
Faisons pour abréger 



b' =T, 



i.' =tJ, 



et le lieu des points situés à une distance t du plan tangent sera 
le système des coordonnées (f, îp) par l'équation 



(6) 



= TI' + 2U18p, 
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ce de la surface. A chaque valeur de ( 
point de cette courbe infiniment petite, 
lour ]a courbe suivant laquelle la sur- 
)ord t = 0, c'est-à-dire la génératrice, 

i correspond à la deuxième direction 



ut le plan osculateur de la trajectoire 
I A coïncide avec la deuxième direction 



ident. Cela pouvait se prévoir, car la 
s qui a pouf équation U = est tan- 
I et engendre un élément de dévelop- 

symptolique s'obtiendront en rempla- 

T 
— 2U ^' ^^ ^" négligeant les termes 



'^) 








^? 


, 






^su) 








droite, 


il vient 








1 




co>t 


V/vT 


T- 


TT 


-.^ 



■ésentant par ^ l'angle de la direction 
nptotique est celle de la diagonale du 
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parallélogramme construit sur la vitesse du point A et sur une loiigui 
énératrice. Cette direction scia perpendiculaire à la 



portée sur la génératrice. Cette direction scia perpendiculaire à la gén* 
l'on a 



Avant d'étudier la manière dont varient les résultats précédents 1 
point A parcourt toute la génératrice AD, cherchons les deux rayons de 
de l'élément de surface voisin de A (a, b, c). 

La distance MA ou ds est donnée par la formule 

ds» = (a'( + aSp)'4-(6'i + gSp)' + (c'( + YÎp)*. 
ou 

ds'=: V'(» + Bp* + 2Gl5p. 

Si on appelle K le l'ayon de courbure de la section normale dirigée sui 
on aura évidemment ds' = 2Re. On arrive ainsi aux deux équations 

2Ue = V't' + 3p* + 2Gt3p, 
2DE = Tt* +2U(Bp, 

qui représentent, la première, un cercle infiniment petit de rayon ds tr 
surface, la seconde, l'indicatrice relative au point A. Le système des 
communes à ces deux courbes infiniment petites s'obtiendra en muli 
première équation par D, la seconde par R et en retranchant membre à 
It vient alors 

(DV — RT) (* + D îp* + 2 (GD — UR) (3p = 0. 

Pour que ces sécantes communes se confondent, c'est-à-dire pour que 
soit tangent à l'indicatrice, il faut que l'on ait 

(GD — UR)' — D (DV* — RT) = 0, 
ou bien 

U'R* — (3GU — T) DR + D* (G* — V) = 0; 

puis remarquant que 

D' = «'»+ b" + c" — {a'a + fc'p + c'Y)'= V — G', 

on a, pour déterminer les rayons de courbure de l'élément considéré, i' 

U'R' — D (2G U — T) R — D' = 0. 

On voit que la courbure est nulle si U = 0, cela devait être, puisque 
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>n voit aussi que les courbures prin- 

= 0. 

at que les lignes asymptotiques sont 

deviennent les formules précédentes 
ons le long d'une même génératrice 
équations a, b, c en a -}- ap, 6 + pp, 
les valeurs des fonctions U, ï, G, ..-, 



AD. 
r valeur 



) 3 + (c' + y' pW = G, 



&• + p'p 

c' + y'p 



je Y Y I 

Jp + T. 

[a'ai + b'^ + e' y)' 



■ p •+- {»'• + 3" + y") p' - G" 

- i.'3' + C'f') p + (a'» 4- 3'* + y'*) p'. 

l'élément de surface voisin d'un point 

droite telle que les courbures soient 
t A„ c'est-à-dire tout le long de k 
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génératrice, on devra avoir, pour toutes valeurs de p, 

T, — 2U,G, = Mp' + Np + T — 2UG 



ce qui donne 



M = 0, N = 0, T — 2UG = 



Les droites satisfaisant à ces trois équations formen 
même que celles des droites décrivant des éléments hé 
leurs, et l'on sait que ces surfaces ont en tous leurs poii 
et opposées. 

Déplacement d'un plan. 

24. Considérons un plan lié au solide et qui dans si 
pour équation 

(xa; + py+ î — B = 0, 

X, 3, Y étant les cosinus de sa normale et 3 sa distance à 
Soient ensuite ct„ 3„ y,, 8„ les fonctions du temps qui n 

quelconque les éléments correspondants de ce plan mob 

loppements en séries des trois cosinus, il nous reste don 

fonction S,. 
Soit 0' un point lié au solide dont la distance p au 

«, V, w les coordonnées de ce point qui varient avec (, < 

Fig. 17. 




l'origine fixe au plan variable M. On a, d'après le tbé 
toute époque 

B, =p -f- (i,w -H 3,v -J~ Y,». 

Dérivant par rapport à t, il vient 

S', =fli',u + 3,1) + y',u> + ii,«' + 3,w' + Yi'"'' 

B*, =«',« + 3' V + Y*!"» + 2 [«',«' + 3>' + y'i"^'] + «i' 

37 = «tu + 37r 4- yTw + 3 [ol',u' + 3',r' + y*!""'] + 3 I 
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Faisant ensuite ( = et remplaçant a',, ^',, f',, a',, etc.. par les valeurs qu'ils 
ont, eu égard au choix des axes de coordonnées, on aura 

S' = -(w'. S' = au' + Yw'i 
r = au" + pu" + -fw" -f- 3^ [p' w' — ru'], 

ce qui donne pour le développement de la fonction î, 

5, = 8 4- YW,' 1 + (,u' + fw') i^ + [*«" + ?«" + '(W- 3^ (p' w' - r«')] l'- 

Considérons actuellement le plan comme un élément de l'espace et, sans nous 
occuper de la trajectoire d'aucun de ses points désignés à l'avance, proposons- 
nous de classer les plans du solide d'après la nature de l'élément de surface que 
ces plans enveloppent dans leurs mouvements. 

Les coordonnées d'un point quelconque de l'arête de rebroussement s'obtien- 
nent en résolvant les équations 

( <i',x + ff,y -t- y',z = î",, 

et pour obtenir le point où le plan considéré est osculateur à cette arête daïis sa 
position initiale, il suffit de faire i = dans les équations (1), et il vient 



c + g'i/ -H y'z = w'; 
c + P'y + t't = au' 



(t)' 

Si l'on a 

I * P T I 

(2) a' P' y' =3aPp' +Y(=t' + P') = 0. 

le plan mobile est osculateur à l'arête à l'infini, d'où l'on conclut que : 

Dans un solide en mouvement, il existe à chaque instant une infinité de plana 
qui enveloppent des éléments cylindriques. Ces plans sont perpendiculaires aux 
génératrices d'un cône du 3" ordre. Comme cela pouvait se prévoir, ce cône n'est 
autre que celui qui correspond aux droites se mouvant parallèlement à un plan 
fixe. 
Si, outre la relation (2), on a 

1 3 p Y I 

(3) S' 3' y' =0, 
I S' &' Y' I 

le plan considéré étant osculateur en un point indéterminé aura la propriété de 
glisser sur une droite fixe. Oi- l'équation (3) représente en coordonnées polaires 
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une certaine surface dont le rayon vecteur 3 a 

f I', ?, 1 

f désignant une fonction homogène et du 3' < 

homogène du 2' degré. Si on remplace a, 0, f 

une équation du quatrième degré qui représeni 
par les plans satisfaisant à l'équation (3). 

Donc, dans un solide en mouvement, il ex 
propriété de glisser sur des droites fixes ou ; 
3' ordre de ces droites. 

Ces plans forment une développabîe dont 
l'intersection d'une surface du 4' ordre et d'u; 



Courbure de l'arête de 

25- Pour obtenir la courbure de l'arête de i 
l'aide des équations (1) l'expression de l'éléme 
'le contingence relatif à ce même élément. Or 
et en faisant ensuite ( = 0, 



(4) 



a'x -h ^"y + t"j — 3" + a' 



et si l'on tient compte des équations (1)', le sj 
dx „ dy 



dl 



dt 

.iy 



en désignant par D le déterminant, 



d» D (»p' — S»') 






:latif au même intervalle de 
igente à l'arête de rebrousse- 



Il. 
>'> 

l(. 

* -h dit' + df' ^= d6', il vient 

)■ + {.y - (.■)•]. 



■')-4-(.y-S.')(.r-g''> 



■)'+(r.'-aY')' + (.S'-S>')'] 
M'-P>')M'-M)", 



■^•)<S■^■-^n]• 
■a') (t«' — «ï')r 

f)(.p'-Y".')l'. 



D UN CORPS SOUDE. 
Mais les parenthèses précédentes ont respectivement po 
ainsi qu'il est facile de s'en assurer après réductions, donc i 

A' m' = d*. 
Le rayon de courbure cherché R devient donc 



L'arête de rebroussement aura un rayon de courbure nu 
cette condition est celle qu'il faudrait écrire si l'on voulait 
mobile passe par un point fixe ou plutôt qu'il en reste à un* 
On a en effet, en désignant par a, b, c les coordonnées de c 

aa+pb + fC — 3 =0, 
a' o + P' 6 + 7' c — î' z= 0, 
n'a + p'It + l'e — î' = 0, 

oTa + p"6 + -["c — S' = 0, 

ce qui donne par l'élimination de a, 6, c l'équation D = 0. 

Donc, dans un solide en mouvement, il existe une infit 
propriété de glisser sur des points fixes. 

L'enveloppe de ces plans a pour podaire une surface du . 
fixes forment une surface du S" que l'on obtiendrait en élirt 
trois dernières des équations précédentes homogènes et Uj 
ces cosinus. 

Calculons encore ie rayon de torsion T de l'arête, 1 



= l^dii'i + dp* -I- dYii fin désignant par l'angle de deux pli 
cutifs ou encore d-: ^r ^'«* + p' dt, par suite ■ 

DA 

ds _ d _ D 

~Tt'~ ,. i/,i j. fi« " d' 



si l'on remarque que A est aussi égal à l^a'* + p" + y" ou 



Déplacements shnultunés des ditlérents plan: 
par une même droite. 

26. Après l'étude des trajectoires simultanées des diffère 
droite, on peut se proposer celle des déplacements simulta 

TlJÉVENET, 
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considérant ces plans comme des éléments de 
lectoires de tel ou tel de leurs points, 
quelconque 

h &î/ + Yî — S = 

btient les coordonnées en résolvant les équations 

&'y + y'î — S' =0, 

?'y + -r'z — i' = o, 
: plan passe par la droite fixe de D 

L y— B ï— C 



- B0 + Cy — 8 = 0, 

- ;jlp + vy =0. 

i fixes sur lesquels glissent les différents plans 
r «, g, Y et 3 entre les équations (i), (2), (3), (5) 

*t à 3, 3, Y, il vient 

î — r*y — r'x)^ + (— b' — p' y) Y = 0, 

Tient 

+ Y'p + Z'y = o, 
+ Y'& + Z'y = 0. 

Lors les équations 

■A X' XI 



Y' Y' =0, 
Z' Z' I 

Ides contenant en commun la droite 



ts de cette droite ne font pas partie du lieu en 
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Dans un solide en mouvement, les plans passant par une même droite glissent 
respectivement sur les différents points d'une cubique gauche. 

Avant d'examiner les cas qui peuvent se présenter relativement à la situation 
de la droite donnée D, rappelons qu'il existe dans le solide une infinité de plans 
pour lesquels le point fixe de glissement est indéterminé. Ces plans enveloppent 
une développable et leur ensemble est représenté par le système des équations 



(10) 



P' 



= 0, et 



P' 
P' 



= 0, 



dont il faut retrancher la solution - = -r = — , • 

Cela posé, si par la droite D on peut mener un plan tangent à la développable 
(10), on aura dans ce plan une certaine droite dont tous les points conviennent à 
la question. La cubique gauche trouvée précédemment se dédouble donc en une 
droite et une conique. 

Si par la droite D on peut mener deux plans tangents à la développable (10), 
on aura dans chacun d'eux une droite dont tous les points feront partie du lieu 
cherché. La cubique se décompose alors en trois droites dont les deux premières 
constituent une solution singulière de la question et dont la troisième est le lieu 
des points de glissement de tous les plans passant par la droite D. On peut donc 
dire que : 

Dans un solide en mouvement, il existe une infinité de droites telles que les 
plans qui les contiennent ont leurs points de glissement sur une même ligne droite. 

On peut également se proposer la question inverse de la précédente et chercher 
le système des plans qui gUssent sur les différents points d'une droite D : 



X — A y — B 



= P- 




Un plan P : 



ax -f- Py 4- y2 — 8 = 0, 
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M parcourt la droite D. D'ailleurs cette équation prend la forme Ap -t- P = 0, 
P étant jonction de x, y, 2 et A ne contenant pas ces mêmes lettres. 

Il est du reste facile de se rendre compte de ce dernier résultat. Soient R' et R' 
les points où ia droite D rencontre la cubique d'inflexion « 
Ces courbes G' et G' supposées liées au solide glissent à 
R' et R' et présentent en outre des points d'inflexion en 
tangentes R'T' et R'T' on peut mener deux plans parai 

Fig. 19. 




série des droites du solide r'r' qui viendront successivemei 
Il est clair que le lieu des points m qui viendront passer 
courbe dont les points seront tous à la même distance des 
par R'T' et R'T', donc toutes les tourbes glissantes Mm 1 
points de D ont leurs plans osculateurs parallèles entn 
évident que le plan osculateur d'une courbe Mm qui glisse 
sur M au 3« ordre près. 



Axe d'un plan. 

27. Lorsqu'on veut amener un plan d'une position : 
voisine en faisant abstraction des trajectoires de ses points 
du plan sur lui-même, on peut le faire tourner autour d'une 
choisie que nous appellerons Vaxe du plan, par analogie 
d'un point à l'aide duquel on peut faire également passer 1 
à une autre infiniment voisine, en négligeant les quantités 

Or, il est évident que nous pouvons considérer l'axe d'u 

(P) «x + 3y + yr _ î := 0, 

comme le lieu des points fixes (a, b, c) tels que le plan 



PETIT 

ance, on a 

5, 



ins ies équations de cet axe et 
! direction n'ont qu'un seul et 
par une rotation autour d'une 
it avoir en tant que plan, tous 
elles positions respectives, <le 
sur eux-mêmes fera prendre au 

ilconque fixe de l'espace peut 
[ans parallèles. Soient 



un plan, il faut que l'on puisse 
; avec (D), ce qui donne 



— m'y = 0, 

_ (_ K,' _ p' B) Y = 0, 

= 0, 

^ i-p'i>-)y = 0- 

équations suivantes où on a 



-P'B I 
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■ On voit par suite que tous les axes possibles font partie d'une cet 
gruence. Par un point de l'espace A, B, C, il passe deux axes, intersi 
cône que représente la dernière équation et du plan que donne l'avant-c 
Cherchons encore le lieu des axes des plans qui passent par une mênw 
Entre les équations (R) et les suivantes qui expriment que le plan P c 
droite donnée D : 

*A + ?(* + yv — 0, 

il faut éliminer a, p, y et S, ou, ce qui revient au même, a, 0, y entre 
tiens R et la dernière écrite. 
Ordonnons les équations R, il vient 

bi-a — ar g —w't = 

{r'h — a)-* — u')a + {p'c — r'b — r' a) ^ + {— w' —p'b) y = 

et l'élimination indiquée donne 

] b, — o _ft 1 

r' b — r'a — u', p'c — fcr' — r' a, —iv'—p'b =0. 
I )., . ft V I 

Le lieu des axes cherché est donc un hyperbololde contenant la cubiq 
d'inflexion des courbes glissantes, ainsi que la droite parallèle à Oz, 



Ce lieu ne dépend du reste que de la direction de la droite donnée U 
boloîde qu'on vient de trouver se réduit à un cône si la direction )., i*, i 
d'un cône du quatrième ordre facile à obtenir. 

Nous allons enfin essayer de faire voir a priori que le lieu trouvé préo 
devait passer par la cubique d'inflexion des courbes glissantes. Coi 
l'avons dit déjà, le plan osculateur d'une courbe glissant sur un po 
passe constamment par ce point, par suite l'axe du plan ne peut m 
passer par le point M. Si maintenant la courbe MC présente en M u 
rectiligne, tout plan passant par MC glissera sur M et son axe renc 
point M. 

D'un autre côté, les tangentes aux courbes MC relatives à tous les pi 
la cubique sont parallèles à un cône du second degré, donc il existe 
cubique deux points M' et M' tels que les tangentes à la courbe glis: 
parallèles à un plan quelconque P. On a donc ainsi trois plans parallè 
avoir un même axe qui ne saurait différer de M'M", corde de la cubiqu 

Les points de la cubique sont donc associés deux à deux. A chaque s 
plans parallèles correspond un seul et même axe qui passe par deux 



;s avons trouvée pour le 
autre que l'ensemble de 



lelcoaque da solide. 

tions consécutives înAnî- 
ixe dans l'espace situé à 
'6 d'une sphère tangente 
Ht que, si par le point C 
u solide, ce dernier plan 
ou plutôt restera à une 

un point fixe C, tout plan 
il à la distance invariable 



it. Il faut que l'on ait 



;es équations déterminent 
plan, et la première fera 

nés en a, ^, y ; ordonnant 
lus, il vient 
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Le lieu des points fixes sur lesquels des plans liés au solide sont susceptibles 
de glisser forment une surface du 3* ordre. 

Par suite, on voit que : 

Le lieu de tous les centres des sphères osculatrices aux développables engendrées 
par tou^ les plans d'un solide en mouvement est une surfa^ce du 3' degré. 

Éliminant a, 6, c entre les équations (1), il vient 



(2) 



a 


^ 


T 


i 


a' 


P' 


f' 


Ê' 


a' 


P* 


9 

t 


y 


«" 


pw 


t" 


i" 



= 0. 



équation qui représente l'ensemble des plans susceptibles de rester d une dista^nce 
du 4' ordre de l'un de leurs points supposé fixe. Cet ensemble de plans enveloppe 
une certaine surface vue d'un point quelconque de l'espace suivant un cône du 
4' ordre. 
Si Ton a simultanément 



(3) 



.w 



3' 



.w 



= 0. 



et 



jt 



&• 


8' 


&' 


8' 


p-» 


S" 



= 0, 



le point de glissement C (a, 6, c) est indéterminé sur la droite 

a' a -4- P' 6 -h y' c — S' = 0, 
ct'a 4- ^'6 4- y'c — l' = 0. 

Or les cônes (3) se coupent suivant 9 droites dont il faut retrancher les 3 droites 
que représentent les équations 



a' 

W 






jn 



^m 



d'où Ton conclut que : 

Il existe six directions de plans parallèles tels que chacun des plans de ces 
séries a un point de glissement. Pour toutes les autres directions il n'existe qu'un 
plan susceptible de glisser sur un point fixe. 

Cherchons actuellement s'il existe des plans qui dans leurs déplacements restent 
à des distances infiniment petites du 5* ordre de l'un de leurs points ; aux équa- 
tions (1) il suffit de joindre la suivante 

(4) a^^a 4- P'^& -h ^''c — 8»^ = 0, 

ce qui donne par l'élimination de a, 6, c 



{^) 



.ft 



,iv 



p' 


r 


6' 


P' 


y' 


V 


pw 


t" 


V 


PIT 


t" 


5" 



= 0, 
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T D UN CORPS SOL[DE. 

. Aux généralrices de ce cône corres- 
le est donnée par la relation (2), d'où 

le infinité de plans qui restent à des 
un de leurs points supposé fixe. Les 
u 4' ordre. 
i (1) et l'équation (4) préalablement 

"y = 0, 



Es glissent les plans que l'on vient de 
surfiices du 5* ordre. 
i relation 

- 8' = 0, 

son déplacement à une distance du 



slle équation 

S' 



> dernier cône coupe celui qui a été 
les plans normaux à ces droites dont 
'équation (2) posséderont en général 

ster i6 plans qui ont la propriété de, 
stance infiniment petite du & ordre 

5 (4), (0) et la dernière (1) ordonnées 



ns plans mobiles avec le corps restent 
communs à tj'ois surfaces du 3' ordre. 



CH.4PITRE H 

DÉPLACEMENT INFINIMENT PETIT O'DN CORP! 
A QUATHE CONDITIONS. 



29. Lorsqu'un solide est assujetti à quatre conditi 
(iéterminent sa position dans l'espace sont liés par qu< 
suite regarder quatre de ces paramètres comme des fo 
encore considérer les six paramètres comme des fi 
indépendantes que nous désignerons par s et t dans to 

Si, laissant s constant, on fait varier t, le solide s 
lequel une certaine surface r^Iée liée au corps routei 
autre surface réglée fixe dans l'espace. 

De même si l'on donne à t une valeur constante, la 
«olide un déplacement comportant une autre série d'à 

Si enfin on suppose s liée à ( par une équation qu« 
prendra un mouvement déterminé donnant lieu à ui 
glissants formant une surface réglée dont la nature c 
fonction f que l'on peut faire varier arbitrairement. 

Cela posé, pour étudier les déplacements du solid 
surface trajectoire de l'un de ses points 0' dont les co 
axes fixes seront des fonctions de s et de ï que nou 
V (8, t), w {s, t). 

Fig. 20. 




On peut almis supposer que la variation de t seule 



r INFINIMENT PETIT 

;ourner le solide autour de O'T. De même 
le point O' décrit une autre courbe O; et que 
O'R. 

>n se borne d'abord à la considération des 
déplacement d'un point quelconque du corps 
céments dus séparément à la varation de t 

de s et t à partir de celles qui sont relatives 
i composantes de la rotation autour de O'T, 
our de O's, et on aura, pour les projec- 
1 point quelconque (a, b, c) du solide, les 

,b) ( + {m,' + q,c — r.b) s, 
,c) t + (t),' + r,a — p,c) s, 
,a) t + (wj + p,b — q,a) s. 

)3 caractérisé par la relation s =; ? (t) liant 
'eloppant <f (() en série, on a 



[6 aux infiniment petits du l*"" ordre. Il vient 
sse dans ce mouvement particulier, 

{q, + f^q.)c-{r. + \y.)b, 

{r.+Xr.)a-{p,+ Xp.)c, 

(p, -t- Xp.) b — {q, -f-Xç.jo. 

ction <;, par suite ta valeur de X, la vitesse 
directions possibles dans un plan qui n'est 
trajectoire de ce point. 

1 Immobiles. 

tent particulier caractérisé par une certaine 
a vitesse est nulle. Il sufîit de résoudre les 



kq.) c — (r, + X.-.) fc = 0, 
>.r,) a — (p,-t-Xp,) c = 0, 
Xp.)b—{q,+ Xq.)a-0. 
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Or, le déterminant des inconnues a, b, c est nul, donc les points cherchés 
n'existent que si les équations précédentes sont compatibles, ce qui exige la 
condition 

(«; + Xu'.) (p, •+■ Xp,) + (x'I + Xr.') (g, + Xq,) ■+■ (w', 4- XwJ) 

Cette équation du second degré en X a deux racines X', X'. 
racines correspond un mouvement particulier- dans lequel dei 
équations (2) représentent une droite immobile ou plutôt dont 
vent que des déplacements du second ordre. On peut donc dir 

Parmi tous les déplacements possibles d'un solide assujetti à 
il en est deux qui se réduisent à des rotations sans glisseme 
droites respectivement. 

Désignons par 4' la droite immobile correspondant à la ra 
celle qui est relative à X'. Considérons un point quelconque M 
chons le plan tangent à sa surface trajectoire. 

Opérons d'abord un changement de variables indépendantes 
s — W t ^ s', 
s~\'t = f. 

Si s' = et si t' varie seule, on a constamment s = X' t, 
tourne autour de 4' . 

Si t' = 0, et si s' varie à partir de 0, on a de même constam 
le solide tourne autour de 4'. 

Les variations simultanées de s' et de t' produiront donc 
iléplacements qui seront les résultalB de combinaisons dan 
variables de deux rotations, l'une autour de 4', l'autre autour 

Or, dans la rotation autour de 4', un point M décrit une traj 
plan (M4'); de même pendant la rotation autour de 4', la vite 
perpendiculaire au plan (M4'), donc le plan de ces deux vites! 
que le plan tangent à la surface trajectoire de M, est normal 
plans M4' et MA'. On peut conclure de là que ; 

Les normales aux surfaces trajectoires qui peuvent déi 
points d'un solide assujetti à quatre conditions rencontrent \ 
droites. 

Axes instantanés, glissants. 

31. A chaque valeur attribuée au paramètre X correspond u 
culier donnant lieu comme on sait à un certain axe instantané ( 
nous de chercher le lieu de ces axes. Pour simplifier les calcu 
pour axe des z la droite 4' et pour axe des x la plus courte d 
4' dont nous désignerons la longueur par h. 



FINIMENT PETIT 

t d'un point quelconque (a, b, c) devien- 

>- {q,c — by,)a, 

h (a — h) r, 8, 
.(a — h) q, s, 

, désignant les composantes suivant O: 
f) les nouvelles variables relatives aux 



on 8 = Xly correspond pour un point M 

■{cq,~br.)X, 
-{a — h)r,\, 
.{a~h)q.X, 

ur équations 

(a — /.) r,X _ — (g — h) q.\ 



tesse du point a, b, c est dirigée suivant 
rotation (O, 0, r,) autour de 4' et d'une 

le lieu des axes instantanés 
c + q.b* 
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équation qui représente un conoïde ayant pour directrice 1 
directeur le plan yOz. Ce conoïde contient d'ailleurs les 
sont autre chose que les axes instantanés correspondant à 



Foyers d'un plan. 

32. Dans le mouvement caractérisé par la relation $ =^ 
(1) ax + fly + v^ ~ 8 = 

est donné par les équations 

— br, ■+■ (q.c — r,b) \ ar, + (a — h) r,\ — 

^ - p -~ 

Multipliant les deux termes de chaque fraction par a, 
ajoutant terme à terme, il vient 

— (o — ft) q.X _ chq.X — hr.bX 
y aa + ftp -H cy 

puis divisant par X, et tenant compte de ce que le foyer fa 
(g — h) g . _ hr.b — cq.h 

Donc, le lieu des foyers est une droite, intersection dt 
facile de voir que cette droite rencontre d' et par analogie 

On conclut de là que le lieu des foyers (Fun même plat 
les traces de A' et A' sur ce plan. 

On peut se rendre compte de ce résultat en remarquai 

Fig. 22. 




joint ces deux traces est perpendiculaire à toutes les tra 
point quelconque M de ses points. Or, il est évident que 
rotations autour de 4' et i' dans un rapport tel que la tr 
pour M soit normale au plan P. 
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Tsemenl un point quelconque M pris hors de AB ne peut être un foyer du 
. La surface trajectoire de H est en effet normale à la droite qui, menée par 
nt, rencontrerait A' et i'. Cette surface est donc oblique au plan P et par 
.ucune des vitesses possibles de H ne peut être normale au plan P. 
OLLAiRE. — Le lieu des foyers de tous les plans qui passent par une droite 
t un hyperboîoîde contenant 4', i', ainsi que la droite donnée. 



Conjuguées d'une droite donnée. 

A chaque déplacement possible du solide correspond pour une même 
D une conjuguée A qui, comme on sait, est le lieu des foyers des plans 
it par D. Or, on vient de voir que le lieu des foyei's de tous les plans qui 
it par une même droite est un byperboloide contenant D, A' et A', donc le 
le des conjuguées d'une même droite D n'est autre que celui des généra- 
de cet hyperboîoîde qui ne rencontrent pas A' et A'. 

a donc un mouvement du solide dans lequel la conjuguée de D est A', un 
dans lequel cette conjuguée est A* et enfin un troisième dans lequel cette 
fuée est la droite D elle-même. 



Caractéristiques d'un plan. 

A chaque mouvement possible du solide caractérisé par la relation 3 = Xt, 
i pour le plan 

as + pv + Yï — S = 0, 

>rtaine caractéristique donnée par l'équation 

[- br, + (q.c — br.) X] + p [an -i- {a — h) q. X] -h f [— (o — h) q.X\ = 0, 

à l'équation du plan. Cette dernière relation exprime en effet que ta vitesse 

int (a, b, c) est comprise dans le plan donné. 

varie, on voit que le plan représenté par la seconde équation tourne autour 

droite fixe. On conclut de là que : 

caractéristiques d'un même plan relatioes à tous tes mouvements possibles 

solide assujetti à quatre conditions passent par un même point de 

n. 

ît facile de se i-endre compte de ce résultat. Si l'on imprime au solide une 

m quelconque autour de A', tous les points de la projection B' de A' sur le 

> auront leurs trajectoires tangentes à ce plan. De même pour une rotaUon 

: de A', tous les points de î' projection de A' sur P auront leurs vitesses 
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dans le plan. Donc le point I intersection de c' et B' aura toutes ses trajectoires 
possibles situées dans le plan P, donc enfin I fera partie de toutes les caracté- 
ristiques que le plan P aura pour toutes les combinaisons de deux rotations 
autour de A' et de A'. 

Flg. 23. 

A' 




Si Ton considère tous les plans P passant par une même droite DK, on sait que 
le lieu de la projection S' est un hyperboloïde. Il en est de même pour 8', donc le 
lieu des points I est une cubique gauche, car les deux hyperboloïdes précédents 
ont en commun la droite DK. 



Plans tangents aux surfaces trajectoires. 

35. Si Ton désigne par a, p, y les cosinus directeurs de la normale à la surface 
trajectoire d'un point M (a, b, c), par ai 61 ci les composantes de la vitesse de ce 
point due à la variation de f , et par ai, 61, c^, celles de la vitesse qui résulte de la 
variation de s, on aura 

a'tOL 4- 6;p + c,'y = 0, 
ai a -h 6;p -4- c'y = 0, 

ce qui donne, pour l'équation du plan tangent à la surface trajectoire de M, 



ou, en développant, 



X 
Y 
Z 



a 
h 
c 



al 

Ci 



a-, 
b'. 

e: 



= 0, 



(X — a) (a — h) o + (Y — b) (a - /i) 5 + (Z — c) {ac — bhk) = 0, 



f 

après avoir posé - = K, en représentant par K la cotangente de l'angle des 

droites A' et A'. 

La plupart des propriétés des plans tangents résultent de celle de la normale 

qui rencontre constamment deux droites fixes. Ainsi le point de contact relatif à 

un plan donné P s'obtiendra en abaissant par A' et A' des plans perpendiculaires 

à P. L'intersection de ces deux plans sera une droite IK qui, s'appuyant à la fois 

Thévbnet. 13 
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outes les trajectoires possibles de ses points, et 
: point de contact cherché. A une série de plans 
i série de points de contact sur la droite IK. 
mt par une même droite D correspondra une série 
r UTie cubique trouvée précédemment, 
qui 07it leurs points de contact sur une même 
yus normaux aux génératrices d'un hyperbolotde 

le les vitesses des points de D dues à la rotation 
joloïde, et que les vitesses de ces mêmes points 
! A' en constituent un autre ('), on pourra dire que 
Es points de D forment la déueloppafyle circonscrite 

'une des droites i', A', A' par exemple, les vitesses 
rotation autour de A' seront parallèles entre elles 
ulaires au plan (DA'), et tous les plans tangents 
parallèles à une même droite; par suite ils enve- 

oint de rencontre du plan (DA') avec A', et M un 
ilan tangent à la surface trajectoire de M étant 
ïpera un cylindre perpendiculaire au plan DA et 
ira une parabole ayant R pour foyer et D pour 

, tous les plans tangents relatifs aux points de D 

remarquable de droites qui ont la propriété d'être 
•ires de tous leurs points. Pour obtenir ces droites, 
' un point quelconque de l'une d'elles D, 



xp, b -i- ^p, c + YPi l®s vitesses dues à la variation 
de s d'autre part, sont dans un même plan avec 
e l'équation 

~t- aip, a',+ a^p 1 

+ Pi'p, K 4- p;p =0, 

+ TÎP. ^'- + T'P I 
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Ordonnons par rapport à p et jalons à 1° le coefficient de p', il vient 

il \ la — pr, Tq. — pr. 1 



= P 



= aq. [»* + p' + y'] = ag, = 0, 



«9. I 



d'oîi l'on conclut que les droites cherchées sont parallèles à yOz. 
Les coefficients de p et le terme indépendant égalés à donnent en 



a Ot a, 

T 7' 



P K 



En tenant compte enfin de l'équation a = et en éliminant - enl 
dernières relations, on parvient aisément à l'équalion 

h r.bc + q,b* 

~ q, fc' + c' 

qui n'est autre que celte du conoîde des axes instantanés relatifs à toi 
vements possibles du solide. 

Ce résultat pouvait se prévoir, car un axe instantané glissant co 
vitesses de tous ses points contient par cela même une tangente â 
trajectoire de l'un quelconque de ses points. 

Revenons enfin à l'équation du plan tangent à la surface trajectoi 
{a, b,c): 

(X — a) (a — h) a + (Y — fc) (a — h) b + (Z — c) (ac — bhK) = 
Fig. 24. 




Cette équation nous montre que le lieu des points dont les surfaces 
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ont des plans tangents passant par un point donné P (X, Y, Z), est une surface 
du 3" ordre. 

Il est facile de voir que cette surface admet deux séries de sections circulaires 
dont les plans passent par A' et i'. 

Considérons en effet un plan quelconque piissant pari' et rencontrant 4' en R. 
Abaissons du point fixe P une perpendiculaire PK sur ce plan, et menons par R 
une droite quelconque RS. Si par PK on mène un plan perpendiculaire à RS 
-qui coupe RS en I, le point I sera un point du lieu. Or, si RS tourne autour de R 
en rencontrant toujours i', le sommet I de l'angle droit RIK décrira une circon- 
férence appartenant au lieu cherché. 

On en dirait autant de tous les plans passant par A'. Ces propriétés de la surface 
du 3" ordre qui nous occupe sont du reste faciles à mettre en évidence à l'aide 
de son équation elle-ntéme. 



Cas où les droites immobiles A' et A' sont imaginaires. 

36. Les calculs et les raisonnements qui précèdent supposent pour la plupart ' 
l'existence des deux droites 4' et A', susceptibles de rester immobiles pour deux 
déplacements convenablement choisis du solide. Ces deux déplacements corres- 
pondent à deux valeurs À' et X' du rapport des infiniment petits -■ qui sont racines 
d'une certaine équation du second degré. Si ces racines sont imaginaires, les 
droites A' et A' le deviennent aussi et le choix des axes qui nous ont servi 
devient impossible. Malgré la restriction à laquelle est soumis le choix des axes 
précédemment employés, nous avons cru devoir nous y arrêter afin de montrer 
plus aisément les propriétés des droites A' et A' quand elles existent. 

n nous faut néanmoins adopter dans nos calculs un système de coordonnées 
qui convienne à tous les cas possibles, et qui soit constitué avec des éléments 
toujours réels. 

La situation du corps solide dépend de deux variables indépendantes s et t que 
l'on peut toujoui-s supposer croître à partir de 0. 

Si t varie seule, !e solide prend un mouvement hélicoïdal autour d'un axe 
instantané glissant que nous désignerons par T. Si s varie seule, le corps prend 
un autre mouvement hélicoïdal autour d'un axe S. 

Cela posé, prenons d'abord T pour axe des z et la plus courte distance de T et 
de S pour axe des x. Désignons enfin par r et g les vitesses de rotation et de 
glissement relatives à T et par p et y les mêmes vitesses relatives à S. 

I.£ déplacement d'un point quelconque du solide, pour une combinaison de ces 
deux mouvements hélicoïdaux, sera donné par les formules 
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ix = ' — hrt 4- (p sin 6c — p coa 6i>) s, 

ty = art + [y sin 6 + p cos 6 (a — A)]s, 

iz = jt + [f cos8 — p sin ô (a — ft)]s, 

désignant l'angle des deux axes instantanés glissants. 

Posons - =3 m; à chaque valeur de m correspond un mouv< 
tsoltde, par suite un axe instantané glissant dont les équations 

— br -i- {p sin Bc — p cos 66)m _ ar + [f sinO 4- p cos 8 

Ô ~ p sin m 

g + [ycasb — p sin fl 

"~ r + p cos e 

Si m varie, le lieu de ces axes instantanés sera un cono 
s'obtiendra en éliminant m entre les précédentes. Or la vale 
première est 



p sin 6c — p cos 9b 

Cette valeur est une fonction du rapport - et, portée dans la s 
à une équation de la forme 

C' C 

A, B, C étant linéaires et entiers par rapport à l'abscisse a. 
chaque valeur de a correspondent deux valeurs de -> par suil 
du conoïde. Ces deux génératrices seront rectangulaires si l'o 

condition qui est satisfaite pour une certaine valeur de a et | 

peut donc dire que : 
Parmi tous les déplacements que l'on peut faire subir d u 

jetli à quatre conditions, il en existe deux pour lesquels l 

glissants sont rectangulaires et concourants. 
Prenons actuellement ces deux axes instantanés l'un poi 

pour axe des y. Le déplacement d'un point quelconque du 

donné par les formules 

ix = — brt + pc.s, 
Sy = art + fS, 
iz ^ gt — ça. s. 
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lobiles i' et A*. On aura 



y m ^ 0, 



lient compatibles, il faut que l'on ait 



îurs de m égales et de signes contraires, 

isées. 

ituées de part et d'autre du plan SOT et 

t du reste également inclinées sur OT et 

valeurs de - tirées de la première équa- 
réelles, il faut que l'on ait la condition 
<:0, 

X - et - soient de signes contraires. 

es, son équation relative aux nouveaux 
3 relations 



r_}c 



)erpendiculaire à l'axe des x, le conoide 
itrices faisant avec l'axe des z des angles 
ngle des deux axes n'est droit que pour 
! les génératrices du conoïde sont réelles 



- 4o» :=- 0. 

êmes, les deux axes instantanés se con- 
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Ëtude des éléments du second ordre des surfa 

37. Nous avons vu que tous les déplacements possibles 
quatre conditions pouvaient être réalisés à l'aide de deux m 
autour de deux axes rectangulaires et concourants. Cela étî 
valeurs des variables indépendantes s et t, on peut supposa 
tt, V, w du point de concours 0' de ces axes sont trois fonc 
et de (. On peut aussi considérer les cosinus de l'axe 0" 
de 3 et de f que nous désignerons par a,, g,, y,. Les vitesses 

Fig. 25. 




sèment relatives à l'axe O' T sont aussi des fonctions de s e 
senterons par u, et g,. 

Appelant a,, p„ y„ w. et g. les quantités analc^ues relati' 
sont des fonctions de s et de (, on aura pour la vitesse ( 
M (x, y, z) du solide relative au mouvement hélicoïdal auti 
sions 

-j| = w,fl, (î -w) - w,Y, (y - v) + 0,5 
dy _ 



(1) 



= u,r, {x — u) — w,«, (: —w) 4- fl,s 

Les composantes relatives à la rotation autour de OS sei 

l d7= '^■^'^^ """* " '^'f'^!'- "'^ + *': 
P) if = „.,.(.-„)-„..,(=-M.^: 

: j- = ».«. (v — «) — ".P. (x— u) + ^, 
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considérer comme les équations différentielles 
)ermettre de développer les coordonnées x, y, z 
isances de s et de (. Elles donnent, par la déri- 

rdx dvT] Cdy dv~\ du, dg^ 

illeurs tirées de (1), 



|o.»,(l/- 


•>) 


- 


»,S.(a!- 


«) + r.9.- 


dlj 


[».T. (J! - 


«) 


— 


»,»,(J- 


») + ?,9, 


-d-J 






+ 


«■■si* 




[»,s,(=- 


« 


— 


«■'.r- (y - 


-v) + 3,3,- 


dlJ 


1 u,a, (y - 


«) 


- 


«,P, {X - 


») + ï,9,- 


du?"} 
" dlJ 






+ 


«■§* 






[„,„.- 


« 


- 


(0,3. (e — 


•») + P,9, 


dlJ 


[",ft(«- 


.0 


— 


»,r. (ï - 


-») + «,?.- 


-ë] 






+ 


"■■37* 





place des indices t, nous aurons les valeurs 



les s et Ma valeur en tenant compte de ce 
t'S coïncide avec zOy. On aura 



« = 0, V = 0, 



dt ' 



dt " 

do, 






,Ëi.. 



audra faire dans les formules anabgues aux 
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précédentes 

a, = 0, 
et l'on aura 



(5) 



11 nous reste 
d*x di 



d»* 



■ da 



ds* ~ 
d'î di. 

os* ds 

d*j; 



= 0, v = 0, iv = 



ds 
«,' 1 + I. 



dP._ 



(î - «.) - 



^{y — v) + «.pj w.a. (y — v) 
— w,Y, u.T. (a: 



d*t/ _ rfM.T. , _ 



">-^*(«— ) + ».Y.[».P 



= (i/-«)-- 



-«,0.1 ».«.(!(— ») 
-w,?, (ii,p.(î — » 



Faisant enfin ( ^ et s = 0, il vient 
dp, dta, 












(6) 



dTds ' ds " 

I dtds ds 

d'i do, 

dtds ~ "' dT " ~ 



di, 
'■di' 
dS, 
'■dî' 



On aurait pu procéder dans un ordre inverse et on aurait trouvé 
dii), dy, dw dx. 



d'x 
dsdt' 

d'y _ 
dsdt 

d*s 



- z — u, - 

lit 



dff. 
dl' 



» — '^' ^1 y ■fi^"' 



'• d< 
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pour tous les points de l'espace, donc 
fonctions qui servent de coefficients à 
lations 

I'. ... ^'_,.. ^flî- 



«^.ff. + 


'■S 


du 


^■'a 


dj._ 
■d. 


du 
-37 



„ C,„ A», etc., les valeurs des dérivées 
Ses d'un point quelconque du solide qui 
après le déplacement, 

;a;(' + 2A;st + Ais'] + ..., 

B;(» + 2BLst + b;,s»j+ .... 

;c;(' -h 2c;,sf + c^s*] + .... 

lont les cosinus étaient a, 3, y avant le 
luvelle direction. Pour cela, à partir du 
'. donnée et portons sur cette droite une 
: de son extrémité seront a, p, y. Après 
nt {a, p, y) seront données par les for- 
e des résultats trouves les coordonnées 
veaux cosinus directeurs de la droite. 
;ine mobile 0' s'obtiennent en faisant 
0, ce qui les réduit à leurs termes cons- 
îour expressions 

ïit' + SjîiSf + ois'] + ..., 

&,'(* + 23«»' + 3^8*] + •■•. 

>** + 2i-.'.sl -t- T"*'] + — > 

a.' = r«.. 



d'un corps 


SOLIDE. 




.f;.-"^^-^'. 


. dt,, d^, , 


.'«. 


ii'.-.i|,-.?,, 


dl. d^ 




'•■^■'-"■dT'' 


da. dw. 
^"-"•■57'- dî'- 


oÎY 


df, da, 




«=S-^[». 


-.-".iîj.. 






S- 





d'où l'on voit que les nouveaux cosinus a„ ^„ 7, sont des fonctions liné 
homogènes des anciens a, ^, v. 

Considérons dans chacun des coefilcients A!, A,'„ A,', A,',, B',, etc., les 
homogènes en a, b, c que nous désignerons par M, Ah,, JU', etc. Po 
déplacement du solide, la distance d'un point mobile M {x, y, z) à ^ 
mobile 0' doit rester constante. Or, cette distance est donnée par la formi 

5' = (X - u)* + (y- vy + (î - w)\ 
OU bien 

+ U 4- ^t + ^s + ^ (;«;(» + 23î.'.st + ifi:.*') ...T 

+ [c + c't + c;s + j^(ci;i' + 2c;.«( + cis')...T' 

et comme elle doit être indépendante de t et de s et constamment égale à 
+ c', on aura les identités 

aM -f b'Sii + cc; = 0, aA,: 4- feâî; + cc: = o, 
( aM + b^ + cc; + .t;* is;' + c;» = o, 
(10) j a^ + 6!b; + ce; + X' «;* + c;» = o, 

Si dans ces mêmes identités on remplace a, h, c par les cosinus d'un 
a, ^, Y) *^" parvient aux relations 

a* + flfli' + TT.' = 0, aoj + SpJ + t> = 0, 

Iaai + ,flp; + tt! + «;* + PI' + TÎ' = *•, 
laL + p?; + Tïi + 7;* + p;' + t;' = 0. 
*«.'. + PPi + TY^ + TÎïi + P; ?; + T.'7< = <*. 
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n difiërentiant l'égalité 

«' + P' + y' = 1' 
apport à s. Toutes ces iiientîtés, ainsi que quelques 
lir en exprimant que l'angle de deux droites reste 
lent ou encore en exprimant que la distance d'un 
îment constante, pourront nous servir à simplifier 

le symétrie dans les notations, nous désignerons 
va suivre par A.'., K, C, A'„ B'„ C, les coefficients 
ments de x, y, z, en rappelant toutefois leurs valeurs 
.; = (i>.c, a; ^ — w,6, 
;; = g„ b; = w,a, 

;' = w.a, c; = g,. 

'alectoires possibles d'un point quelconque 
du solide. 

? (() que l'on peut établir entre les variables indé- 
n mouvement déterminé du solide. Si l'on se borne 
;ond ordre des trajectoires ou des surfaces trajec- 
ïlation précédente par une autre de la forme s^mt 
lant la fonction ç (i) en série. 

1 de m, le solide prendra un mouvement dans lequel 
aura une tangente déterminée. Ce mouvement se 
ne infinité d'autres qui dépendent de la valeur de n 
« valeur de n dépendront les éléments du second 
tteurs, les axes de courbure, etc., des différentes 
oême tangente. 
%t* dans les formules générales (7) donne 

'0 ' + 2 (^"*' ■*" 2Aim + a; + 2Kn) C, 

t» ( + ^ (Bim' + 2B;,m + K + 2B;») (», 

:;) t + 2 (c:,m» + 2c;,n» + c; -f- 2g;«) c, 

urbure deviennent 

Y— b)(B:m + B;) + (Z — c)(Gm + C;) = 0, 

î; + 2A>1 

% + 2B;n] 

:i + 2c;ni=A;m + A;)' + B:m + B;)' + {c;m + c;i'. 
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Ces équations, en vertu des identités (10), s'abaissent au premier degré par 
rapport aux coordonnées a, &, c du point décrivant. 

Donnons à m une valeur constante et faisons varier n. Le plan (1) ne change 
pas, et le plan (2) tourne autour d'une droite qui perce le plan (1) en un point C. 
Ce point, étant commun à tous les axes de courbure des courbes qui ont la 
même tangente sur la surface trajectoire, n'est autre que le centre de courbure 
de la section normale de cette surface qui contient la vitesse du point décrivant 
relative à la valeur constante du coefficient m. 

Les coordonnées du point C seront données par les équations 



(X 



(3) 



(X-a)[A;.m* 



V.. -^ a) a; 4- (Y — h) b; 4- (z - c) c; = o, 

(X — a) a: -h (Y — 6) B; + (Z — c) C.' = 0, 
2A;,m H- Ai] + (Y— b) [Bim«4- 2B;,m -f- BJ] + (Z — c)[Clm* h- 2C;,m 

= Em* + 2Gm + F, 



c:] 



en posant 



a;* + b;» 4- c;* = e, a;a; + b;b; + c:g; = g, a;« -+- b;» + g;« = f. 



Le déterminant de ces équations 



kl m' 



a; 
a; 
2 a;, m + a;, 



Blm' 



'•* 



B' 

b; 

2b;,w + b;, 



c:.tn' 



c? 
c; 

2C;,m + Ci 



peut s'écrire Sm' -i- 2Um + T, en posant 



a; 
a; 



b; 
b; 
bl 



c; 

c; 

CL 



= s, 



a; 
a; 
a: 



b; 
b: 
b;, 



c; 
c; 
c:. 



= u, 



a; 
a; 
a; 



b; 
b; 
b; 



c; 
c; 
c: 



= T, 



et les coordonnées du centre cherché auront pour valeurs 



(*) 



X — « = 



Y — b = 



Z — c = 



(b; c; 


— b; C) [Em» + 2Gm + F] 




Sm« + 2Um + T 


(c;a; 


— c: M) [Em* -h 2Gm -h ¥] 




Srn* + 2Um + T 


(a;b; 


— a; b;) [Em» + 2Gnn- F] 



Sm* + 2Um 



ce qui donne pour le rayon de cette section normale 



Em' -f- 2Gm 



P = 



Sm* 4- 2Um 4- T 



i/(b;c; - b;c;)« 4- (c;a; — a;c;)» 4- (a;b; - b;a;)' 



Nous reviendrons plus tard sur ces formules. L'axe de courbure représenté par 
les équations (1) et (2) sera parallèle au plan tangent à la surface trajectoire du 
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b;»i + b;, 


«m+c; 


-2B;,in + B: + 2B;«, 


c™'+2a>+c:+2c:n =0, 


c;a;-c:a;, 


a;b;— a;b; 



S possibles à un solide assujetti à quatre conditionê, 
■nt des éléments géodésiques de leurs surfaces trajeo- 
face du 4' ordre contenant les deux droites A' et A". 
( effet représentées par le système des équations 

a;~b;~c;' 

le droite rencontrant A' et A' (en supposant ces der- 
; points décrivant des éléments géodésiques. 
nienl caractérisé par la substitution S ^mi + nC, 
tangent à la surface trajectoire du point M (a, 6, c) 
e courbure, nous arrivons aux équations 

;t,n-R;)(c;A; — cja;) + (Cm + c;)(a;b.' — a;b,')=o. 
;,w + a; + sa;.!) (b;c; — c;b;) 
;, m + b; + 2 b; n) (c; a; — a; c; ) 
in» + c; + 2c;ii) (a;b; — b;a;) = o, 

jement satisraile ; quant à la seconde, elle ne contient 
eut s'écrire 



s possibles d'un solide assujetti à quatre conditions, 
tectoires sont tangentes à des directions asymptotiques 
respectives est une surface du 3' ordre contenant les 
xistent ('). 
t A' et A', il n'y a qu'un seul point jouissant de cette 

it donné du solide {a, b, c), il existe deux déplace- 
bstitutions s =^ m'( et s = m'( qui font décrire à ce 
,es aux directions asymptotiques de sa surface trajec- 
niire pour m' et m' les racines de l'équation (5). Ces 
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racines seront égales si Ton a 

(6) U* — ST = 0, 

d'où Ton conclut que : 

Le lieu des poi7îts dont les surfaces trajectoires offrent des points paraboliques 
est une surface du 6' ordre contenant A' et A' (*). 

Considérons la droite représentée par le système 

,- • S A;x-hB;iJL-hc;v = o, 

^ ^ ( A:X + B;;x-f-G;v = 0, 

et qui est le lieu des points dont les normales à leurs surfaces trajectoires ont 
une direction donnée (X, \j., v), cette droite rencontre A' et A' et Ton a 

(8) X . V 



b; g; — b; c; g; a; — g; a; a; b; — b; a; 

Remplaçant dans Téquation (6), c'est-à-dire dans S, T, U, les déterminants 
mineurs Bl C, — B^ C), ... par des quantités proportionnelles a, |jl, v, il vient 

[ALx + b;,;jl -4- c;,v]' — [Aix -h b;,;x -h g;.v1 [a;x -h bi^, -h gjv] = o, 

équation d'une surface du 2« ordre dont l'intersection avec la droite donne les 
points paraboliques. 

On peut dire aussi que la surface (6) sépare l'espace en deux régions dont l'une ' 
contient les points dont les surfaces trajectoires ont des indicatrices elliptiques et 
l'autre les points à indicatrices hyperboliques. 

Si un point de l'espace M (a, b, c) est tel que ses coordonnées annulent simul- 
tanément les fonctions S, U et T, un déplacement quelconque imprimé au corps 
fera décrire à ce point une direction asymptotique, car l'équation (5) sera satisfaite 
quelle que soit m. 

Or, à l'aide des équations (7), on peut prendre pour coordonnées du point 

inconnu y' T' ot conserver a. D'un autre côté, les équations 

s = 0, u = 0, T = 0, 
deviennent, en se servant des équations (8), 

( A^X-hB^y. -+-g;,y = o, 

(9) a;, X + BU IL -h g;, v = 0, 

' a; X -h b; fjL -h Gi V = 0, 

relations linéaires en a, b, c et X, [/, v. Tirant 6 et c du système (7) pour les porter 
dans le système (9), on obtient 3 équations linéaires en a et du second degré 
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31! de a entre ces dernières conduit à deux cônes du 4« ordre 
rar 16 génératrices communes. Enfin à chaque direction de 
., V correspond, d'après l'une quelconque des équations (0), 
par son abscisse a. On peut donc dire que : 
mjetti â quatre conditions, il existe iÔ points décrivant des 

icontrant A' et A', il ne peut exister qu'un seul de ces points, 
équations (9), on peut remarquer que ces iÔpoints sont sur 
dre 



K. 


Ti% 


c 


« 


b;, 


c, 


a: 


K 


G 



et m' les deux racines de l'équation (5) correspondant aux 
liers qui font marcher le point M («, 6, c) suivant des direc- 
, Les composantes des vitesses du point M seront pour le 
portionnelles â 

\'.m' + a;, B,'m' + B;, Cm' + C,', 
nt (m'} à 

A>i' + A;, B;m' + B;, Cm' + C,'. 
ront rectangulaires, si l'on a 
A;) + (B;ni' + b;)(b;«i' + B;) + (c;m' +c;){c;m' + c;)=io, 

Em- m' -j- G (m' + m') + F = 0; 
eurs 

KT— 2GU + SF = 0, 

i en a, b, c, d'où l'on conclut que : 

s du solide dont les surfaces trajectoires ont des courbures 

t une surface du 5° ordre ('). 

« par A' et A', et toute droite qui rencontre à la fois A' et A' 

! trois points jouissant de cette propriété. 



',- 
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Courbure des surfaces tra}ecloires. 

39. L'équation du plan tangent à la surface trajectoire du point M (a, b, c) 
peut s'écrire 

X — a, Aï, A,' 

Y— b, b;, b; =0. 

Z — c, C;, C,' 
La distance e à ce plan du point déplacé M' est donnée par la formule 



De = 



A:« 4- Ait -h ^ (ALs« + 2XUst 4- Kt% 

b;s + b; t -I- ^ (b;.s» + 2B;,8t + k^, 

g:« -4- c;t 4- J (c;.s* + 2Cist + est*), 



Af , A, 

b;, b; 



qui se réduit visiblement à 

(2) 



2De = Ss* -4- 2U st + Tt*. 



Cette équation représente, à l'aide des variables s et t, l'indicatrice de la surface 
trajectoire. D'un autre côté, la distance MM' = d« a pour expression 



c'est-à-dire 
(3) 



d8« = (a;s 4- A'tty -f- (b;s ^h B;t)« -♦- (Cs + c;o% 



2R£ = ds« = Es* -h 2G ^e -h Fe». 



Si l'on désigne par R le rayon de courbure de la section normale dirigée sui- 
vant MM', on aura ainsi l'équation d'un cercle de rayon ds tracé sur la surface. 
Exprimons que ce cercle est doublement tangent à la conique indicatrice ou que 
les sécantes communes se confondent. Multiplions pour cela (2) par R et (3) 
par D, puis retranchons, il vient 

(SR -. ED) s* -+- 2 (UR — DG) se 4- (TR — FD) t* = 0. 
Les sécantes communes se confondront si l'on a la relation 



ou bien 



(UR — DG)* — (SR - ED) (TR — FD) = 0, 



(U* — ST) R* + (EDT -h SFD — 2UGD) R -^ D* (G* — FE) = 0, 



équation du second degré qui donne les deux rayons de courbure principaux de 
la suriace trajectoire du point M (a, b, c). 

Théybnst. 15 
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;c;)» + (a;b;-b;a;)'. 

' + c') - (a;a; + b;b; + c;c;)*, 

ure peut s'écrire 

SF — 2UG)R — D* = 0. 

<er quelques-uns des i-ésultals précédents 
courbure 



, [1, ï rencontrant 4' et A', quand ellea 
+ C'v^O, 

+ c;v = 0, 

de la courbure B; C^ — B'. C„ etc., par 

. + B^ix + C:,v) (A;?. + BSiA + CSv) 
D' 

•oite rencontrant A' et 4", la courbure 
dont les deux termes sont du' second 
le cette droite. Cette courbure s'annule 

!s lignes de courbure principales. Il suffit 
le minimum d'une fonction ds* de deux 



" Gs + Fi' 



r)8t + (UF — GT)l' = o, 

i m' et m' correspondant à des déplace- 
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ments faisant décrire au point M (a, b, c) des directions principales. Onpi 
dire que pour un même déplacement dans lequel r^m, le lieu des poin 
meuvent suivant des directions principales est une surface du 5' ordre 
toute droite reïicontrant A' et A' n'a que trois points jouissant de cette pi 
Quant aux tangentes principales, elles ont pour équations 



h Ci 



a; m' = a; ~ B;m' + b; ~ c;»i' + c; 
Il est du reste facile de vérifier qu'elles sont rectangulaires ou que 

Ehi' »i' + G{m' + m') + F = 0, 
eu ayant égard à l'équation qui a fourni les valeurs de m' et m' et qui do 
, . UF — GT , , ET — SF 

d'où résulte l'égalité précédente. 



Directions coii|iiguées sur les surfaces traieetoires. 

40. L'équation de la conique indicatrice est, dans le système des cooi 
8 et t, 

2Dt = Ss' +2Ust + T(». 

Considérons le point de cette conique M' correspondant au couple de vale 
de ces variables. Si l'on difiërentie l'équation précédente, il vient 

dB U8+T( 



dt Ss + Uf 

Désignant ensuite - par ji, on voit que le rapport des accroissements -57 = 
faut donner simultanément à s et à ( pour suivre la conique indicatrice e 

rapport r = 1* par la relation 

,_ Ui* + T 
*" ~ Sjn- U' 
ou bien 

S-^l».' + U ([* + 1*') + T = 0. 

Telle est la relation qui doit exister entre les coeflîcients v ^t i^' pour 
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!nt décrire au point M (a, 6, e) deux directions 

[■e. 

déplacements quelconques caractérisés par les 
avxquels ces deux déplacements font décrire 

'te surface du 3' ordre contenant encore les 

nt ia relation 

B,') (B;;x' + B,) 4- (C> + C;) (CV + C) = 0, 
rrespondantes sont rectangulaires, il vient, en 

G (;» + ;/) + F = 0, 

e du 2« ordre. On peut donc dire que : 
ujetli à quatre conditions deux déplacements 
ide une infinité de points auxquels ces deux 
lents de lignes de courbure, et ces points sont 
5* ordre et d'une surface du 3" ordre. . 

s siirraces trn|ecloires. 

donnent les projections X — a, Y — 6, Z — c 
n normale de la surface décrite par M (a, b, c), 



-{:,B;)(Km' 


-4-aGln 


+ F> 


"s m' + aOr 


ïi -l-T 




-a;c:)(e»i' 


+ 2Gm 


+ F) 


Sm' + aUi 


» + T 




-B;A;)(Km' 


+ 2Gm 


+ r) 


Sm- + 2Um + T 




K G F 







int de m, c'est-à-dire indépendant de la direc- 
te présente donc en M un ombilic. D'où l'on 
•ilicaux est l'intersection de deux surfaces du 
Ire de courbure seront 

— ^^• — ^•'^- y 7 _ . — a;b: — k\: ^ 
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<:as particulier oit les droites \' et X' se rencontrent conslai 

42. Si les quatre conditions imposées au solide sont telles que les 
et i' se rencontrent quelles que soient les variables indépendantes set i 
ainsi que l'a fait remarquer M. Ribeancour dans une note sur la déforn 
surfaces {Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 14 février 1870), ( 
le mouvement indéterminé du solide comme résultant du roulement d'ui 
liée au corps sur une surface fixe dans l'espace et applicable sur la pren 

Introduisons l'hypothèse précédente dans les formules générales du déj 
d'un point quelconque M {a, b, c) que nous rappelons ici, 



x = <i-»,K + i..,c.» + ^ [AC« 


4-2a;,s( -h Kl*] 


y = b +„,o(+ s.» +!|Bi. 


+ 2 b;,.( + œi'i 


z =c + g,t —u>.m -t- 5[C«s 


+ 2C«i + c;i') 



<r, 



Par définition les droites A' et i' sont des droites susceptUdes d< 
immobiles pour des déplacements convenablement choisis, c'est-à-dire 

valeurs convenables du rapport - des deux variables supposées infmimei 
Posons donc - = m, et le déplacement du point (a, b, c) auni pour projf 
Sx=[— «,fc + u.c.ml( + ^[A;.)H' + ..., 
By = [^,a + g. m] ( + ^ \h].m^ -{- ..., 
Ss = [ff, — (.),om](+ ~[C:.»"' + .... 

Pour qu'un point du solide soit immobile au 2" ordre près, il faut que 

; — (D, h -i- ta.cm =.0, 
Ci) J w,o+ g.m =3 0, 

Les deux dernières équations donnent, par l'élimination de m, 

^, _ 9<'.l. ^ 

ce qui montre que les droites i' et A' sont situées, ainsi qu'on l'avait ' 
demment, à égale distance de part et d'autre du plan zOy. Donc, pom 
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l que la valeur de a soit nulle, ce qui exige que 3, ^0. 
la seconde équation (2), il faut que g. soit aussi nul. 
1 i' et i' se rencontrent, il faut que les deux vitesses 
(es instantanés concourants et rectangulaires soient 
i et A' se rencontrent constamment, il faut que les 
leiix variables s et t t'oient nulles, ainsi que toutes 

i âimplilîcations que les résultats précédents vont 

ules l'otidamentales, soit dans les six relations qui 

d^x (fx , . 

vees j — :jt et ,. . ' etc.. Les relations se réduisent 
as dt dt as 



nt deviennent plus simples que les formules (1) 



"•dt dl "■ * 


dv 

"di- 


<lu, <ij. 
_„_„,_c-„,t, 




d;. df., 




''"■c ,o''"'t m'a 


du, 


ds '^ ""' ds 


"■T,' 


d^. d., 

"•d7"-"-d7'' 




d>. . du, 
ds ds 




dp, d», d« 




Ju, r d., -1 
_„_[_„__„,„.J., 




.,^'!.-u,¥'". 





dH 

D, ^ = nous montrent que le point de rencontre 

ilaires varie sur une surface tangente au plan Je ces 
tt initial que le plan zOy. Les deux suriaces, appli- 
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cables Tune sur l'autre et dont Tune supposée liée au solide roule sur l'autre 
supposée fixe, sont donc tangentes entre elles et ont pour plan tangent commun 
le plan zOy. 

Cherchons actuellement les valeurs que prennent, dans le cas particulier qui 
nous occupe, les différentes fonctions qui figurent dans Tétude des surfaces tra- 
jectoires. On a 

B[ GJ — Ci Bi = — w,(*)| a'. 

Ci Aj — A,' C's = — (i),(i)j ahj ' 

AJ Bj — B,' A^ = — (o«(i){ ac, 

D« = w* w? a» (a* + 6« 4- c% 



(7) 



(8) 



/ E = a;* + b;« -h c; = w» (a* 4- c«), 
j = a;a; + b;b; 4- c;c; = — o).w,6c, 
( F :zz a;» h- b;* + c;' = w? («« + 6«), 

s = — Ai, o),o),a* — BmCO/O), ab — GÎ,u)^o)/ac = — (i),a)|a [AJ^a -h BJ,6 -t- CJ^c], 
U= — A,%)^w,a* — BI(b)f(t)4 ab — Ciio^w^ac = — to, o),rt [AJ^a 4- Bî|b + Cî<c], 
T := — AU W/(ji),a* — ^ttidiiô, ah — Ci (agtdtac -=: — o)«u)(a [Ai a -H BS6 -h GJc]. 



(9) JU = 

Quant aux dernières parenthèses, les formules (4), (5), (6) donnent 

Al,a H- Bî,6 -f- Cr,c = — (ù! (a* + c') — w, -7- a = — E — o), -p a. 

Cl s .as 

civ dv 

(10) / kUa -f- Brt6 + C^c = (0,0), bc -h 0), ;t- a = — G 4- w, j- a, 

dv dv 

Ka -hliuh -h de =1 — (.),* (a' 4- 6*) + w, T7 « = — F 4- uh -j- a. 

Le point tangent à la surface trajectoire du point M (a, ft, c) devient 



X — a, Aé, Aj 

Y -6, b;, b; 

Z — c, g;, Ci 



ou simplement 



= — w^(.),a' (X — a) — o),(*),a6 (V — h) — {ù,iù,ac (Z — c) = 0, 



a (X — a) 4- 6 (Y — 6) 4- c (Z — c) = 0; 



d'où Ton voit que ce plan est perpendiculaire au rayon vecteur OM du point 
décrivant. Cela devait être, puisque le mouvement du solide peut être considéré 
comme résultant du roulement l'une sur l'autre de c[oux surfaces se touchant en 
un point qui joue le rôle de centre instantané de rotation. 

Considérons le mouvement particulier du solide correspondant à -• = m. Le 

point M va prendre une certaine direction sur sa surface trajectoire et le centre 
de courbure de la section normale correspondante sera donné par les formules 
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Em* + 2Gm + ¥) 



mt 


i + T 


Km 


+ 2Grti 4- F) 


2U 


IH- T 


E»| 


+ 2Gm + F) 



n' -t- aCiii -I- F] 

„.r ^».'_2 iî,„_ ^t 
L ■ lis ' rf» ' dt J 

+ 2Gm -t- Fj 

div . „ do dv'X 

-r- tll' — 2(11, -;- m — <i», 

dB ds dtj 



'w , „ dv dv~[ 

-,„ _2u,,_,„_„,_J 

- 20 m H- Fj 



dv\ 



de la section normale considéfée eii 

5»! + K, 

du _ rf« 

e degré en a, 6, c et K étant indépon- 



éplacement, le lieu îles points qui se 
<iC8 de leurs surfaces trajectoires res- 
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Cette surface du second peut être considérée cx)mme jouant un rôle analogue à 
celui du cercle d'inflexion de la géométrie plane qui est aussi tangent à la base 
de la roulette; mais elle varie avec la valeur de m, c'est-à-dire avec le choix du 
mouvement donné au solide. 

Exprimons maintenant que le rayon de courbure de la section normale à la 
surface trajectoire est infini quel que soit m, il vient 

S = 0, U = 0, T = 0, 
ou, en développant, 

— 10/ (a' -h c*) — iù, -7- a = 0, 

dv 
(«),(i)< 6 c H- (0, -7- a = 0, 

as 

— (1)? (a* -h 6') -f- (1)4 -- a = 0. 

at 

L'élimination de a donne deux cônes du second degré se coupant suivant quatre 
droites partant de l'origine et sur chacune de ces droites se trouve un seul point, 
sans compter l'origine, qui décrit une surface dont toutes les sections normales 
ont un rayon infini. On peut donc dire que : 

Lorsque le mouvement d'un solide est déterminé par le roulement d'une surface 
sur une autre applicable sur la première^ il existe quatre points décrivant des 
éléments plans par l'ensemble de leurs déplacemerits possibles. 

Les points du solide dont les surfaces trajectoires offrent un ombilic sont donnés 

par les équfitions 

S _ IJ _ T 

e — gT' 
ou, en tenant compte des relations (10), 

as as at 



E G 

et, en simplifiant, on a 

E G 



j 



- 9 



dw dv dv 

ds ds di 

ce qui donne deux cônes du second degré 

(I), (a* -r c') cd,6c (i)< (a* + 6') 

dw dv dv ' 

ds ds dt 

d'où l'on conclut que les points dont les surfaces trajectoires offrent des^ ombilics 
Thévsket. 16 
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issuea du point O. Ces droites sont du reste les 
mi !es points décrivant des éléments plans qui ne 
ombilics. 

îs trajectoires présentent des coiirlmres êgxles et 
.ation 

;T — 2GU + S[''=:^0, 

ons (10), 

^ — D' = — wî u,' a' (a* -\' 6' + c'), 

tdr dv dw ~l 

ar a, que : 

surfaces trajectoires ont des courbures égales et 

' ordre présentant d l'origine vu point singulier 

les est 



des lignes de courbure sur chaque surface trajec- 
rapport - qui font décrire à un point M (a, b, c) 
de courbure sont données par l'équation 

- {SF — KT)8l + {UF — GT)(*= 0. 
nies (10), 

S«)-(— ".:"^-«)]- 

it par a, 

-w, — F+.,),;77E Ut+\ .0, -F4.ù>,— C ('=1), 
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équation homogène et du second degré en a^b^c; d'où l'on conclut que : pour un 
même déplacement du, solide^ le lieu des points qui décrivent des lignées de courbure 
est un cône du second degré et que tous les points d'une ligne issue de Vorigine 
décrivent simultanément des éléments de lignes de courbure s'il en est ainsi d'un 
seul de ses points. 
Donnons enfin au solide deux déplacements définis par les valeurs \l et jjl' du 

rapport-- Le lieu des points auxquels ces deux déplacements font décrire des 
éléments conjugués l'un de l'autre est donné par l'équation 

Sjajjl' -h U (ji. 4- jx') -h T = 0, 

qui, divisée par a, représente une surface du 2© ordre. 

Pour que ces directrons conjuguées soient en rnéme temps rectangulaires, il 
faut que l'on ait 

et les points communs à ces deux surfaces du S* ordre décrivent successivement 
des directions principales. Uun autre côté, d'après les valeurs (10) de S, U, T, 
en retranchant Vune de Vautre ces dernières équations, on obtient celle d'un plan 
perpendiculaire àOx, Donc, le lieu cherché est une conique. 



Déplacements cfun plan. 



43. Considérons le plan qui, dans sa position initiale, a pour équation 

ax 4- Pi/ -<- yr — 5 = 0; 
FiQ. 26, 




r-p- 



Si l'on donne aux variables « et t deux valeurs infiniment petites, son équation 
devient 

Les valeurs des nouveaux cosinus ou plutôt leurs développements sont déjà 
connus. Il reste donc à calculer $,. 
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Soit O, la position du point du solide qui était en O, pour s = et i = 0. Les 
coorflonnées 5, r„ C de ce point O, (qu'il ne faut pas confondre avec O', point de 
concours des axes instantanés rectangulaires relatifs aux valeurs s et t des variables 
indépendantes) s'obtiendront en faisant a = 0, b = 0, c = 0, dans les formules 
fténérales, et ont pour expressions 

Or, d'après le théorème des projections, on a 









+ 


=^ 


H- a 




* 


+ 


^s 


+ . 




» 



/rf|d«, d,rf?, rf!dj_A 
\(i( dt d( rf( d( diy 
d'5 
-^ •• d? '•■ 
/d5 d«, iHd}^ d; dj,\ 
\d» d. * i, d. * da ds) 



d'8, 
(ltdt~ 



' dB' 

■.£iL^.^£h.^.■£li.^. l '''S ^.'!hi:l^.±l•i^\ 
•dtds ''dtdg ""deds 1 «( ds dt d» dl ds I 
I dj, dÇ d^, dj iLt S 
Lds lit ■*" ds dl "^ ds dtj 



















d's 

+ "'d7d; 


Si dans 


ces dérivées partielles 


on 


fail < = 


0, s 


= 


0, on 


aura 






5 = 0, , = 


= 


a, = 


*. 


?,= 


= P. 


7i = T, 




d« 
dl, 


= »■ S = °' 


d^ 
dl 


= S„ 


d? 
d>, 


= 


d 
d" 


- =»-. 






d.,_ 
dl. ~ 


-„ 


'• dl. 


= u 


.1, 


'h, 

dl 


= 0, 






d,, 




dp,_ 


n 


«'t, 







d-t 
''d(ds' 
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dl"" _ dv da, rf*Y; _ du dp, d^^ __ dg, 



1 



d'Ç __ dcL, dw^ d^T, dg^ d*î du dy 

.d^ ~" ^' di ^ ^' d7' d?,'^ ds' d?^'^''dh'^^''dû 
d'Ç . dv d%t d}r^ du dp^ d*Ç dgr, 



= — o),(7, + <»)/ :t- + f/» -r: ' 3tt: = — w« :?- + sr, ^t- 



deds '* ds • d8 dtds ds " ds dtds ds 

On aura alors, en écrivant le développement de 2, sous la forme 

8^ = 3 + 3;t + 3.'« + 5 [Ils' + 2y.,st + iW] + ... 



■s» 



o.t = ù),^, a — w.gr.a -H a 



r dv daH _ r dti dsn dflf 



croù l'on conclut que 5i, 3,, 3,', 5/„ S/, sont linéaires et homogènes en a, p, y. 



Enveloppe d'un plan. 

44. Un plan lié au solide et dont l'équation était pour é = et s = 
(i) 9.x 4- iS?/ -4- Y^ — 5 = 0, 

devient, pour les valeurs infiniment petites l et s attribuées aux variables indé- 
pendantes, 

La surface enveloppée par ce plan s'obtiendra en éliminant s et f entre cette 
équation et les suivantes : 

da. dâ, dv- d$, 

T^ •^' -^ TT^ ?/ + -7- « — -r- = 0» 
d8 ds ds ds 

da^ dgj dyi dS, 

"dl "^ "*■ "dl '^ "^ dF ^ "^ dT"" ^• 

Le point où ce plan touche son enveloppe dans sa position initiale sera donné par 
les équations 

^ «•'.« + 3;i/ 4- Y.'z — 5; = 0, 
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et en désignant par a, 6, c les coordonnées de ce point, on aura 



a = 



s 


& 


Y 


î; 


&: 


T. 


5; 


?; 


f 

yt 


i * 


p 


Y 




&; 


ï* 




g.' 


Y' 



6 = 



a 


3 


Y 


ai 


5; 


Y' 


a» 


s; 


Y« 


a 


? 


Y 




g; 


Y. 


3tt 


?; 


Yt 



c = 



7. 


r 


s 


1 


0^ 


8; 


ai 


0.' 


«; 


a 


9 


Y 




w 


t 

Y. 


1 


3.' 


y; 



La <listance du point fixe (a, 6, c) au plan variable (2) aura pour expression 



D = 



»t 


Pi 


<1 


— 


5. 


a g 


Y 


— 5 


a» ^« 


1 
7. 


-8.' 


a." 3; 


r 


K 




a 


3 


1 






1 


p; 


y: 






r 


g.' 







Remplaçant dans cette dernière équation a, §, y et 5 par leurs valeurs connues 
en fonction de s et de f, on voit que les termes indépendants de s et de f, ainsi 
que les termes du premier degré par rapport à ces lettres, se détruisent comme 
formés de déterminants contenant des lignes identiques. Il reste donc, en posant 



2d[D= 



atL8»4-2a;,8t-}-a;(S ^Is^ 



2o 



ou, en faisant. 



ai 



a. 



g; 



y:. 

Y 
Y' 
Y 



— S 

Ni 

— 0. 



= s, 



d = 



3. 






V 
i 



Y* 
Y« 



Pi, 
Pi, 



4M* 



-8; 



I 

7o 



Yr 



a:, 



2, 



3J 



7:. 

I 

t 



s; 

S. 



= U, 



«i 


f>i 


Y<' 


SS 


X 


.8 


Y 


— 8 


« 


p; 


Y. 


-8; 


2< 


p.' 


Y«' 


-a; 



= T, 



G^) 



2dD = S8* + 2U «e 4- Tt*. 



Telle est la formule qui donne la distance D = CK du point C où le plan P 
touchait son enveloppe dans sa position initiale, au plan mobile P,. Si maintenant 
on admet comme évident que, deux plans P et P, infiniment voisins et tangents à 
une même surface en C et en C, étant donnés, la distance du point C au plaii P, 
est égale à la distance du point C, au plan P (au 3© ordre près), on pourra r^ar- 
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lier ré({uation (3) comme représentant la développable indicatrice de la surface 
enveloppe, en ce sens que pour tout système de valeurs de s et de < satisfaisant 
îi (3), on a un plan mobile P, touchant l'enveloppe en un jioint C, dont la distance 
au plan initial P est constamment égale à D. 

FiQ.27. 




Autrement dit, l'équation (3) représente lu développable circonscrite le long de 
l'indicatrice de la surface considérée. 
Lu quantité d est d'ailleurs indépendante de s et de i et a pour expression 

(•).(!), a (a* 4- 3* -4- Y*) = (o«(i>/2. 



a i5 Y 

dz=i l o).Y ^ — w.3t 



\Ai quantité d n'est donc nulle que si le plan P est parallèle à Taxe des x. 
Si Ton met de côté ce cas particulier, on voit qu'il existe deux mouvements du 

solide caractérisés par les valeurs m' et m" du rapport - pour lesquels le plan 

mobile continue à passer par le point fixe C. Ces valeurs sont les racin€»s de 
récfuation 



(^) 



Sm* 4- 2Um 4- T = 0. 



Dans ces deux mouvements, le plan mobile tourne autour des tangentes asymp- 
totiques de la surface enveloppe. 

Inversement pour un mouvement déterminé par m, l'équation (4) représente 
l'ensemble des plans qui jouissent (le la propriété précédente. Il est aisé de voir 
rpio cette relation peut s'éciire 



? (a, 3, y) 

— 



f (*, h y) 

désignant une fonction homogène et du ¥ ordre en a, p, y» ^^ f ""^ autre fonc- 
tion homogène du 3^^ ordre. Remplaçant a, ^, y par ;r' '^' I-' il vient 



" s 



û — — --. r y 



écjuation du 5® degré qui donne la podaire de l'enveloppe des plans cherchés. 
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isidérer les 3 équations 



lentant 3 systèmes de plans. A chacun de ces systèmes coiTespoiid 
u 5e ordre et une certaine enveloppe. Les plans tangents communs 
■eloppes auront la propriété de passer par des points fixes ou plut'H 
e distance du 3^ ovdre de ces points. 



irlmre de In surface enveloppe tl'uu plan mobile. 

ms actuellement l'angle du plan mobile P, avec le plan fixe 1* qui 
e le plan P, dans sii position initiale. Désignant par 8 l'angle de ces 
1 a évidemment 



= (»;« 



d'O' + (?.'« -+■ f'O' + (v-'» + v<OS 



+ ?.'' + ■;.'') 8' -H 2 (x^x. H- 3;fi; -*• Y,' Y,') st + <j;» + &;» + y;*) t', 

lOUK écrirons, pour abréger, 

6' = Ks' + 2G «( + Ff*. 
î maintenant l'élément (E) de la surface enveloppe et le cylindre 
Fig. 38. 




inscrit à cet élément. Soient en outre me une section droite de et- 
le rayon de courbure de cette section droite. On a évidemment 

me' = 2R.^ = 211 D, 



nant me, R = --5- ■ 

expression du rayon de courbure de la section droite du cylindre 
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circonscrit à la surface enveloppe. Remplaçant D et 6* par leurs valeurs, il vient 



(6) R = 



(Es* -H 2Gst -4- Ft*) d 



A chaque valeur m du rapport - correspondent un élément de cylindre circons- 
crit et un rayon de ce cylindre. Le maximum ou le minimum de ce rayon a 
lieu lorsque le cylindre est circonscrit suivant une ligne de courbure. Or, le 

maximum de l'expression 

_ Sm» H-2Utn h- T 

"" Ëm^H- 2Gtw -h F 
est donné par Téquation 

(7) (SG — UK) m* 4- (SF — TE) m 4- UF — TG = 0, 

dont les racines m' et m' déterminent les deux mouvements dans lesquels le 

plan mobile enveloppe les cylindres circonscrits suivant les lignes de courbure. 

Si Ton avait 

S_U_T 

e'"g""f' 

le rayon de courbure du cylindre serait indépendant de m et les plans qui con- 
viennent à ces équations auront la propriété d'envelopper des éléments de surface 
présentant des ombilics. 

Pour former Téquation aux rayons de courbure principaux, on pourrait éliminer 
m entre (6) et (7). On peut aussi procédeu de la manière suivante : 

L'équation (5) dans laquelle on considérerait 6 comme une constante représente, 
à Taide des variables s et <, l'ensemble des plans P, également inclinés sur le 
plan P. Cet ensemble forme une développable qui a avec la développable circons- 
crite le long de l'indicatrice quatre plans communs donnés par les valeurs de s et f 
satisfaisant aux équations 

2dD = Ss* + 2\Jst 4- Tt% 
, e* = ^ = Es' 4- 2Gst 4- ¥t\ 

Exprimons que ces quatre plans se confondent deux à deux. Multiplions la 
dernière équation par dR et retranchons, il vient 



(S — EdR) s» 4- 2 (U — GdR) si 4- (T — FdR) t* = 0, 
pour déterminer les valeurs de - qui correspondent aux plans communs aux deux 

Ip 

développables. Ces couples de plans seront confondus si l'on a 

(U — GdR)» — (S — EdR) (T — FdR) = 0, 
Trévbnrt. 17 
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+ c([ET -f- SF — 2UG]R + U* — ST = 0, 

X rayons de courbure principaux, 
lignes de courbure, on les obtiendra en remarquant 
s sont proportionnels à l'excès des cosinus du plan P, 

«,'(, p + 3;s4-3;(, Y + r-s + Y.''. 

ind axe de l'indicatrice sur ceux du plan initial P qui 

ignés de courbure a donc pour équations 
— a _ \ — b _ Z — c 

+ a,'! ~ 0;» + g;e ~ Y'S + T.''' 

n', m' et m' étant les racines de l'équation (7). 

air que les deux directions trouvées sont rectangulaires, 

(&;nt' + 30 (3.''»' + 3<') + (t.'w' h- yOh.'nt' + t.') = 0, 

m' w' ■+- G (w' 4- m') -+. F = 0, 

(7) qui a donné m' et m'. 

'équation du système des plans normaux principaux, 
rois plans 

= a.x + gy + fz — S =0, 
,= o^a: + p;y + v.'r — 8,' = 0, 

, = «;a; + 3; 1/ + y; r ~ s; = 0, 

! point de contact initial G. On voit d'abord que P, et P, 
iculaires à P, car on a 

4- YT^ = *> Pi *»' + 33'' + YY' = •*■ 

un plan normal quelconque à la surface enveloppe au 



ition on donne à m la valeur m', l'une des racines de 
lal correspondant ayant ses cosinus directeurs propor- 



en dirait autant pour l'autre racine m'. Éliminant t. 
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entre l'équation du plan normal et l'équation (7), il vient pour le système des 
plans normaux principaux 

(SG - UE) P? + IFS — TE] P,P. + (UF — TG) P.' = 0. 

Avant de nous occuper des surfaces enveloppes .présentant un ombilic, reve- 
nons sur les fonctions S, U, T. dont les valeurs sont 



-3; 



-s; 
— s; 



Multiplions les trois premières colonnes de chacun de ces déterminants par 
et ajoutons pour former avec les sommes obtenues les premières coloni 
vient, en tenant compte des identités connues, 





«^+ yA + ^^'.= 


- i' - s;' - y; 


= -E, 






«•;, + PK. + YTi = - ». ».' — p; s: — T. T.' = - G, 




«»: + PK + 7t: = — *■• - p," - ïi' = — F, 


-EW 


^l-^:. 




- G S ■:■„ - a 




-fky: 


1 S 

s; 


^ -s 

7.' - '-: 


, .S,U = 


1 p Y -8 

p; ■)■ -s; 


, .PyT = 


1 p ï 
« p; y; 


p; 


Y, -s; 




p; y; ->i 




f^ Y.' 


irdonna 


nt par rapport aux éléments des premières colonnes, 




.?yS = E(,«.3 + ...) + 1., 




. p,U = G (m,S + „.) + ,., 






.f,T = 


F(m,5 + ii.)+ V 


„ 





m, et n„ ainsi que \, sx„ v„ représentant des fonctions liomogènes en a, 
d'un degré égal à leurs indices. 

En tenant compte de ces formules, le myon de courbure de ta section 
du cylindre circonscrit à l'enveloppe devient, d'après (6), 



■PyK = 



i»,î + » 



X,a' + ai*,st + v,t* 



(i (Es* + 2Gs( + FC) 
Cette expression se compose de deux parties dont l'une est indépenâaatf 
valeur du rapport - ^ m, c'est-à-dire de la nature du déplacement part 
donné au solide, et linéaire par rapport à è. 
La seconde partie seule dépend de - et elle sera maximum ou minimum s 

(1.0 - (ijE) m' + (A.F - ï.E) m -1- (|..F _ -..G) = 0, 
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, valeur de m ne dépend uniquement que de la direction du 
itance à l'origine. On peut donc dire que : 
ppe une développable circonscrite suivant une ligne de cour- 
te, il en sera de même de tous les plans parallèles du solide. 
placement particulier, les plans qui possèdent cette propriété 
s à un ciine du 5= ordre, 
ins normaux principaux de la surface enveloppe d'un plan est 

;ji,E) P; + [).,F — v.El P,P. + [ij,,F — -..Gl P? = 0. 

même pour tous les plans du solide parallèles à une même 
ette dernière équation la distance 5 ne figure nullement, 
ans ombilicaux est donné par les équations 

S _U_T 

e~g""f' 

irques précédentes, peuvent se simplifier et se réduisent aux 



Jnes du 5= ordre. D'où l'on conclut que tous les plans tier- 
ces communes à deux cônes du 5' ordre sont des plans ombt- 

xns qui glissent sur des points fixes est donné par les équa- 

S = 0, U =1 0, T = 0, 

E(m,3 + n,) + >., =0, 
G(rM,î + n,) + li, = 0, 
F (in,8 + n,) + v, = 0, 
ttions 

E G F 

étions des plans ombilicaux trouvées précédemment. On voit 
e de ces directions correspond un seul plan susceptible de 
fixe de l'espace, quel que soit le déplacement donné au solide, 
au premier degré dans les équations précédentes. 
série de plans ombilicaux, on a un plan et un seul glissant 

ïloppent des éléments de surface â courbures égales et oppo- 
l'équation 
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qui se réduit, en ayant égard aux valeurs de U, S, T, à la forme 

E [F (tn,5 -+■ n.) -f- vj h- F [E {tn,^ + n,) + X,] — 2G [G (m,5 4- n,) 4- [xj = 0, 



ou encore 



2 (EF — G») (w,3 + n,) -+- Ev^ 4- FX, — 2G{i.3 = 0, 



d'où Ton conclut que : 

Les plans dont les surfaces enveloppes présentent des courbures égales et oppo- 
sées enveloppent une surface dont la podaire, par rapport à Vorigine, est une 
surface du 5* ordre. 



Cas particulier 011 les droites A' et A' se rencontrent constamment. 



46. Si dans toutes les formules précédentes on fait Ot = 0, g, = 0, -^' = 0, 



dpt ^ 

dt ' dt ~~ ' ds ' di ' ^" rfs 

relatifs au cas qui nous occupe. On aura alors 



0, :n-' = o, # = 0, _,** = o, et ^ = 0, on obtiendra les résultats 

al 



0, 



0, 3; = 0, ?;, == 



dvj dr ^^ dv 

as di ' ds 



ce qui donne pour les valeurs de S, U, T, 



-E PI yl -f- 



dw 
CD» — - a 
ds 



alivS 


1 p Y 
Y.' 

p; 


•s 







d'où 1' 


on tire 





a?YU=: 



— tr fi,< y,, — («>/:r"* 

as 



1 


? r 


.-s 





^ 








p; 






dv 



a?YT= 



-r 


Pi Y" 


— (0/ - - a 


1 


& Y 


— 5 





Y.' 








p; 






dw 



du» 



apyS = — E3,8/y,' h- (I), ^T^aS* Y» = E5a)<(i),a* — (i>,*(o, -pa*» 



dr 



dr 



afiyV=^ — Glf^iyi, — iùt ^ ap« Y* = G^w^w^a' -H w.o)' — a-, 



aPYT=-F5.s;Y; — 



ds 

dv , 



dr 
F3o),w,a' -h (0,0)? -r- a*. 

de 



Le point où un plan donné touche son enveloppe est donné par les é([uations 



OLsX -h p;i/ -h Y*^ 
dix 4- p/t/ + Y<^ 



— 8 = 



0, 
0, 
0, 



d'où Ton voit que, pour un système de plans parallèles, les points de contact avec 
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: l'espectives sont sur une perpendiculaire abaissée de 
.ns représentés par les deux dernières équations, 
qui figurent dans l'expression du rayon de courbure de 
ndre circonscrit ont pour valeuis 

' + v*), G = _w,u),?ri F = w,' (a' + .8')> 



•ession de ce l'ayou de courbure 

p a*l8' + 2lGSu>.w, ï* + <*^';r '']»' + IFS w.w,a* ■ 



ïlEs' + SGsU-Kt'j 



-ï)' 



Es' + 2Gs(+F(' 

yon R se compose d'une partie proportionnelle à la dig- 
ne, et d'une autre partie qui ne dépend que de la direction 
relatif à tel ou tel mouvement particulier du solide, 
m de courbure, c'est-à-dire le rayon de courbure principal, 
ment - = )», m étant racine de l'équation (7), ou dans le 

1,». +r_F.,lï-o,,l"El„, + F,.,^- G„.î-» = «, 
] L •*' dt J ds dt 

• un même mouvement m = - du corps solide, les plans 
ûoppables circonscrites suivant les lignes de courbure sont 
iône du second degré. 
)priété, tous les plans qui lui sont parallèles la possèdent 

ppent des surlaces présentant un ombilic sont donnes par 



• ds _ 'ds _ ' dt 

■unes du second d^ré; donc, dans le cas actuel, il existe 

de plans ombilicaux. 

t sur des points fixes sont donnés par les équations U ^= 0, 
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S = 0, T = 0, qui donnent 

dw dv dv 

Ea — (I), -:r- a = 0, G5 -h u), T- a = 0, F$ 4- o>e :rr « =: 0. 
as as at 

I/élimination de 3 conduisant aux deux cônes précédents, on voit que dans 
chacune des quatre séries de plans précédents il existe un plan et un seul qui 
glisse sur un point fixe. 



Mouvement d'une droite faisant partie d'un solide 

assujetti à quatre conditions. 

» 

47. Considérons une droite quelconque liée au corps solide, les éléments de 
cette droite seront des fonctions déterminées des variables indépendantes s et t^ 
à l'aide desquelles on peut exprimer les paramètres de position de ce solide. Les 
équations de cette droite seront 

' .T = a 4- ap, 

(1) î/= 6-4-31:, 

( c =c + Yp, 

a, by 0, a, p, Y étant des fonctions connues de s et de <, et p une indéterminée. 

Si Ton attribue à s une valeur constante, x, y, z seront des fonctions de t et 
de p et les équations (4) représenteront une surface réglée contenant un para- 
mètre s. Si maintenant on fait varier ce paramètre s, la surface réglée (4) chan- 
gera de forme et de position et enveloppera une certaine surface dont il s'agit 
d'obtenir les équations. 

Soit M un point de la surface réglée dont le paramètre est s, et soient < et p ses 
coordonnées sur cette surface. Si Ton change s en s + 3s, on obtiendra une 
seconde surface réglée, et pour que le point M appartienne aussi à cette deuxième 
surface, il faut que Ton puisse trouver un système de valeurs s + ds^ t + dt^ 
p + dp qui donne pour les coordonnées x, j/, z du point M les mêmes valeurs 
que 8, i, p, de sorte que ce dernier point serait l'intersection d'une génératrice de 
la première surface avec une certaine génératrice de la seconde. 

On doit donc avoir simultanément 

' («♦ -f-a,' p) ds ■+■ {a't H- a,'p) dt -h adp = 0, 

(2) j {b; + &,p) ds -f- {b; H- ^/p) dt 4- Mp = 0, 

\ (c; -h Y* p) ds 4- (ci + Yt p) <^^ + ï^p = ^y 



ce qui exige la condition 



(3) 



«j + Oiê p, «/ ■+-«<?? « 

K -f- ^' ?, b; + p; p, 3 



= 0, 



DEPLACEMENT INFISIME.NT PETIT 

équation on tire la valeur lie p pour la porter dans les équations (i), 
i représenteront, à l'aide des coordonnées curvilignes s et t, une 
'est autre que l'enveloppe cherchée. 

(3) étant du second degi'é en p, on voit ijue l'enveloppe se compose 
pes que nous désignerons par S' et ^' qui correspondent aux deux 
ns de p, p' et p' tirées de l'équation (3). 

onc dire que, pour toutes les positions que l'on peut donner à un 
Ui à quatre coiulitioiis, une droite quelconque liée à ce solide reste 
i tangente à deux surfaces déterminées S' S' gui dépendent de la 
ma choisie, de sorte que si l'on connaissait les surfaces 2' et S' qui 
it à une droite donnée, on aurait une idée exacte de tous les déplace- 

peut subir en conside'rant qu'elle doit rester tangente à deux surfaces 

uns (3) exprimant que les équations (2) se réduisent à deux, on tire 
mières, par exemple, 

s dt df 

dx 

donnent pour -7-, deux valeurs correspondant aux deux valeurs de p 
l'équation (:î). 

venait à intégrer l'équation (4), on obtiendrait une valeur de s fonc- 
:etle valeur de s correspondrait un mouvement déterminé du solide 
a droite engendrerait une développable. Or, comme p est susceptible 
irminations p' et p', ou trouverait deux mouvements pour lesquels la 
Irerait des surfaces développables. 

mi tous les mouvements que l'on peut donner à un solide assujetti 
éditions, il en existe deux qui font décrire à une même droite une 
'oppable. Mais comme cela a lieu pour toutes les positions acquises 
I, on voit qu'une niOme droite peut décrire une double infmité de 
s. Pour tout autre mouvement, la droite ne décrira plus une dévelop- 
ïlle restera tangente aux deux surfaces S' et S' qui lui appartiennent. 

que de l'équation (3) on ait tiré la valeur de p pour la porter dans le 
on obtiendra, avons-nous dit, les équations de l'enveloppe (S', i;'). 
it dans ces équations on fait varier ( en laissant s constant, on obtien- 
ions de la courbe de contact de la surface réglée (-l) avec son enve- 
). Si, au contraire, on fait varier s en laissant ( constant, on obtiendra 
>roussemeiit {tracée sur i:' :ù') de la développable engendrée par la 
érée. 

s valeurs de p lirécs île ré(iuation (3) sont égales, les valeurs de -7- 
;nt rationnellement en fonction de p d'après l'équation (4) sont aussi 
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égales, et les deux mouvements infiniment petits qui sont capables,, de faire 
décrire à la droite des développables se confondent en un seul . La droite décrit 
alors une développable unique qui a pour arête de rebroussement Tintersection 
des deux nappes S' et 21'. 
Dans ce dernier cas, la valeur unique de p s'exprimera rationnellement par 

rapport aux éléments de la droite, et si on la porte dans l'équation (4), on aura 

ds 
une équation différentielle entre s, * ^^ j;' Intégrant cette équation du premier 

ds 
degré en j- ' on obtiendra pour s une valeur « = ç (t) correspondant à un mouve- 
ment déterminé du corps solide, mouvement dans lequel la droite refstera tangente 
à l'intersection des deux nappes S' et S*. 

Nous allons maintenant classer les droites du solide, d'après les situations de 
leurs points de contact avec S' et 2' que nous désignerons par ç' et par f\ et 
d'après les situations relatives des plans tangents en ç' et ç' à ces mêmes nappes. 

Développons d'abord l'équation en p afin d'étudier les différents cas que peuvent 
présenter les dispositions des points de contact 9' et 9' de la droite D. 

L'équation (3) ordonnée par rapport aux puissances de p devient 



0. 


Oit 


a 


p; 


&; 


» 


Y* 




1 



p'+ 



r 

\ 



a. 


OU 


a 


h: 


3; 


p 


Cm 




ï 



?. 



«1 


a 


h; 


p 


cl 


Y 



p + 



a. 


a, 


a 


v. 


h; 


p 


1 
Cm 


ci 


T 



= 0, 



ou bien 

(5) 

en posant 



Pp'-f.Qp + T = o, 



P = 
Q = 

T=: 



-♦- ci),w, 6 ap + w.cojtt (a* -+- y*) — j7*w,Py> 



D'après ces valeurs des coefficients de l'équation (5) on voit que si P =0, ou bien 
si a = 0, Tune des valeurs de p devient infinie. Cela pouvait se prévoir. La droite 
considérée D étant en effet perpendiculaire à l'axe des a:, on peut toujoui*s trouver 
dans le conoïde lieu des axes instantanés glissants une génératrice parallèle à la 
droite D, et dans le mouvement du solide qui admet cet axe instantané, la droite D 
se déplacera parallèlement à elle-même, donc l'une des racines de (5) devient 
infinie. 

Si, en même temps que P = 0, on a Q = 0, les <leux valeurs de p deviennent 
infinies. Cela aura lieu si, avec a = 0, on a 



co 



Mi a (?• -♦■ t') + i^.^i — 9i<^^) Py = ^> 
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OU bien 



»(:)"-e-5j:-"=" 



autrement dit, si la droite D perpendiculaire à Ox est en même temps parallèle à 
l'une des génératrices du conoïde qui ont même abscisse qu'elle. 

Si enfin on a en même temps P = 0, Q = et T = 0, il faut adjoindre aux 
conditions précédentes l'équation 

y (u.u,oc + g,m,b) — p (ù.,ff,C - w,w,a(>) = 0, 

et rélimination de P et de y conduit au conoïde des axes instantanés. Cela pouvait, 
se prévoir, car un axe instantané glissant est une droite qui, dans le déplacement 
correspondant du solide, est tangente à la fois à la trajectoire de tous ses points. 

Si l'on a seulement T ^ 0, l'une des valeurs de p est nulle. Or l'équation T = 
exprime visiblement que la droite est située dans le plan tangent à la surface 
trajectoire du point (o, b, c), il existe donc un déplacement du solide pour lequel 
le point (a, b, c) se meut tangentiellement à la droite D, ce qui explique l'existence 
de la racine nulle p' = 0. 

Les droites du solide pour lesquelles les points de contact avec les surfaces S' 
et ^' sont confondus en un seul forment un complexe du 4« ordre 

Q' — LPT = 0. 

Le ctine de ce complexe relatif à un point quelconque M (a, h, c) est doublement 
tangent d'une part au plan perpendiculaire mené par M à l'axe des x, d'autre 
part, au plan tangent à la surface trajectoire de ce même point, le contact ayant 
Heu le long des intersections de ces plans P = 0, ï = avec le cône du 2* ordre 
Q = 0. 

Pour toutes les droites de ce complexe, les valeurs de p' et de p' étant égales, 
les valeurs de m' et de m' le sont aussi d'après l'équation (4). Donc les deux 
mouvements du solide qui font décrire à la droite D des éléments de dévclop- 
pables sont confondus en un seul, sans que les plans tangents t.' et ::' aux deux 
nappes S' et S' soient également confondus. Dans ce mouvement unique la 
droite considérée glisse sur l'intersection des nappes 2' et 2' en lui restant 
tangente. 

Il est facile d'ailleurs de former l'équation du second degré en m dont les racines 
m' et m' donneront les déplacements qui feront décrire à une droite D les deux 
développables quelle peut engendrer. 

La condition pour que deux droites infiniment voisines se rencontrent est, en 
effet, -, 
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OU encore, en posant - = w, 



dftn 
bgtn 
ci m 



«t. 



Y*w -*- Y,, 



a 
Y 



= 0, 



et en ordonnant 



(6) 



o. 


O. 


a 


K 


p; 


p 


1 


/ 
> 


Y 



m' 



( 






p; 






ci 






a 
P 



m 



a, 


Oit 


a 


h; 


p; 


p 


Ct 




Y 



0, 



équation que nous écrirons sous la forme 



!i 



(6y 

en posant 



P,m* -i- (i^m 4- Tj = 0, 

P, =r G)* a gc — ^,0). (x« 4- Y*) — w? a P Y» 
Qj =(i),(i),caY 4- gf^o), Py -+- w^Wja (x' 4- p*) 

— o)«a>(&ap 4- w,cot a (a* 4- 7') 4- </t<i), Pyj 
ïj = — w? fe aY -f- w* a Py — w<srt (a* 4- P*). 

Si Ton donne dans Téquation (6) une valeur déterminée à m, on obtient un 
complexe du second ordre qui n'est autre chose que celui des droites qui, pour le 
déplacement correspondant, restent tangentes à la trajectoire de Tun de leurs 
points. Autrement dit, on obtient le complexe des vitesses relatif au mouvement 

caractérisé par la valeur m du rapport - • 

Si l'on fait varier m, c'est-à-dire si Ton donne au solide tous les déplacements 
compatibles avec les conditions qui lui sont imposées, le cône du complexe variera 
et enveloppera un cône du ¥ ordre 

Qî - LP J, = 0. 

En se plaçant à un autre point de vue, le complexe du 4« ordi*e qui précède est 
formé des droites pour lesquelles les deux déplacements qui leur font décrire des 
développables sont confondus en un seul. 

Cherchons actuellement les droites du solide pour lesquelles les plans tangents 
aux surfaces S' et 2' sont rectangulaires. Pour le déplacement m', la droite glisse 
sur S' en restant tangente à S', pour le déplacement m' la droite glisse sur 2' 
en restant tangente à S*. Dans le premier mouvement, le plan qui contient les 
deux positions consécutives de la droite a pour cosinus directeurs X, fx, v déter- 
minés par les équations 

Xa 4- ji.p 4- *^Y = ^> 
Xda 4- [jidp 4- v^Y = ^' 
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;, le plan de deux positions consécutives de la droite 
i que les autres variations des cosinus de la droite, que 
«, d'P, d'y. 

quels se meut i^uccesiiivement lu droite contenant en 
f, seront r-ectangulaires si l'on a 

ï d' a -h d3 d' ^ -1- rfv rf'Y = 0, 

(3>' -t-0,')(^m' + &;) + (T;m'+f;)(Y>'-(-Yi) = 0. 

(a; 3,' + &:g; + Y.'-!-;)(«i' + >«') + a,'' + p.'* -l- y.'* =0. 
de l'équation (6), la condition précédente devient 
\ - (- W.U, ^y) Q, + <-' («• + 0') P, = 0. 
ir leurs valeure et simplifiant, il vient 

léaire ayant pour axe l'axe des x et pour paramètre k 



k = '! 



-0.1.1 



ite9 poxtr lesquelles les surfaces £' et S' sont rectangu- 
ze linéaire ayant pour axe la perpendiculaire au plan 



'> droites A' et A' »e rencontrent constamment. 

i' et A' se rencontrent, les quantités g, et g, sont nulles 
peut être considéré comme résultant de la combinaison 
onque de deux rotations sans glissement autour de A' 
e Oy et Os. Cela posé, considérons une droite quel- 
K sur le plan zOy. On peut imprimer au solide deux 
V, l'autre autour de i', et telles que l'axe de la rotation 
. Dans le mouvement résultant, la droite DK décrit un 
. Ce point est donc un point de la surface S' et la lon- 
e chose que la racine p' de l'équation (3). On voit de 
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Si maintenant on combine les deux rotations autour de i' et 4'c 
tel qae l'axe de la rotation résultante soit dirigé suivant OH per] 
plan projetant DKrf de la droite sur le plan yOz, il est évident qu 




D{a,Xr) 



se mouvant dans ïe plan DKd, il y a rencontre entre deux positioi 
de cette droite au point où elle est coupée par le plan mené par 
laire à sa direction. Soit K' ce point, DK' sera ég:ile à p' deux! 
l'équation (3). On voit du reste aisément que DK' =: aa + bp + c- 
la projection des trois coordonnées du point D sur la direction <z, p 
Il est également facile de se rendre compte de ces résultats à V 
I/équution en p, dans !e cas qui nous occupe, se réduit à la forme 



,[a(«: 



-b? + CY) + a]p + a(fl« + b^ + CY)^ 



ce qui donne les lonftueurs DK et DK' indiquées précédemment. 



CHAPITRE III 

IPIAGEHENT INFINIMENT PETIT D'UN CORPS SOLIDE ASSUJETTI 
A TROIS CONDITIONS. 



Lorsqu'un corps «olido est assujetti à trois conditions, les paramètres qui 
'minent la situation peuvent être considérés comme des fonctions de trois 
'.s indépendantes que nous désignerons par r, s et t. Si r varie seule, le 
rendra un certain mouvement que l'on peut regarder comme résultant de 
ilation d'un point quelconque O' du solide combinée avec une rotation 
d'un axe passant par 0'. Les variations des coonlonnées d'un point du 
[ {a, 6, c) auront pour expressions 

s,j = r [lo; + p,b — q^], 

; représentant îes composantes de la rotation, it^, v,, w, celles de la vitesse 

tO'. 

1 dirait autant pour le cas où l'on ferait varier successivement s et t. Or il 

ent que le déplacement du point M est égal à la somme géométrique des 

placements correspondant aux valeurs r, «, ( que l'on peut supposer inlini- 

îtites. On a donc 



(«; + q,c - r,b} + » ( 


'.' + <l.c — '-.b) + t (W + î.c — i-,ft). 


(,;+r,a-p,c)+,( 


•; + i-.a - p.e) + 1 W + r,« - p,c). 


(lo; + p,b — ii,a) + s (vl + /).(- — q.a) -t- ( (wl + p,b — qfl), 



primer les trois composantes ix, Sy, S: du déplacement d'un point quel- 

du solide dont les coordonnées initiales seraient a, b, c. 

t de chercher à «impiifier ces formules, proposons-nous la question sui- 

Quels sont les points M du solide qui sont susceptibles de rester immobiles 

3n donne aux infiniment petits r, s, t un système de valeurs convenal)le- 

(oisies? 

na les équations (I) on fait 3^: := 0, 5y = 0, iz = 0, le déterminant des 



p,l) H- (r.v + s»; + 11-,) 


rg,r + q.t H- ^,0 


+ (rw'r -f- sw; + dr,') (i-. 


• + .-,» + !■,() = 
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inconnues a, b, c étant nul, il faut que l'on ait 

(a) i ^''^-*-^^' + («;)(ïv)-4 

Pour tout système de valeurs de r, s, t satisfaisant à cette équation, les deux 
premières équations (1) où l'oit a fait îx ^ Si/ = 3r = 0, représentent une Hrnif^ 
lieu de points immobiles. Éliminons r, s, t entre les deux premières éqi 
et l'équation (2), ou, ce qui revient au même, entre les trois équations (• 

j v'r + q,c — JV&, i(.' + q.c — r,b, xi', + q,c — »',6 [ 
(It) v'r -\~ y^a — p,c, l'j -+-)■/( —jj,c. l'j -I- r,a — p,c =0, 

I w', + p^b — q/J, n\ •+■ pjt — q,a, v.\ + j),ft — q,a \ 

équation du second de^ré en a, b, c et ijui représente un liyperboloîde. 
conclut que : 

Le lieu d£S droites susceptibles de devenir immobiles pour tous les st 
valeurs de r, s, t satisfaisant à l'équation (2) est vn hijperboloîde. 

Supposons actuellement que l'on ait pris pour axes de coordonnée 
principaux de l'hyperholoide précédent. Effectuons en outre un chanf 
variables en posant 

(4) : t;c + v.'s + v;t = 3', 

' Mvi- + it/,s -t- w;t = t'. 

ce qui est possible si le déterminant des anciennes vai'iables n'est pas 
les équations (4). Cela revient à prendre pour nouvelles variables indt 
les coordonnées inliniment petites du point mobile O' par rapport aux 
qui ont été choisis précédemment. Il vient alore, en supprimant les ace 

S.r - j- (l + *ï,c - r^b) ■+- s (q.c - r.b) + t {q.c — r.b), 
S;/ = )■ (ivo — PrC) + s (l + i-.a — p,c) -(- t (r,a — p,c), 
lz=r {p^h - q.«) + H (p.b - q.a) + ( (l-f- p.b _ q,a), 

et riiyperbololde lieu des droites immobiles devient 

j 1 + ff,P— rj>, q 

)VO — p,c, 1 + 1' 

I Prb — q^fi, J 



q,C 


— r.b 


r,n 


-p.e 


v.i> 


— q<a 


p,b 


— 9r« 


p.b 
p.b 


— q.a 
~q,a 



I q,c — )■, fc, )■, a — p,c, I - 

Cette surface étant rapportée à son centre, les coefiîcienls de a, b, 
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îs le système (5) on fait îa; ^= Sy ^ 3z = 0, on obtient 
être compatibles, exigent la condition 

t) + s (./,J- -)- </,s + q,t) + ( (ivr + i-.s + )',() = 0,- 



' + ,.s (;,. + 7,) + ri (p, + iv) + st {q, + r.) = 0. 

)nil degré représente un cOne d'où l'on voit que, pour 
nniobile i dans le solide, il faut que l'origine O' mobile 
ne certaine génératrice Og du c<ine (7). Mais alors le 
que perpendiculaire à Og, et comme le plan (O, A) est 
:e lie l'hyperboloïde, on voit que le cùne (7) est le cône 
ine asyuqUote. Or, l'hyperboloïde étant rapporté à ses 
n être île même du cône (7), par suite, on a 

q^ = 0, p,-h I-, = 0, 5, + r, = 0, 



ilales qui donnent le déplacement d'un point quelconque 
ennent alors 

dx=ir + {q,c).s — r,b.l, 
dy = — p,e.r + s + r,a.t, 
dz = p,br — q,a.s + l. 

déplacement du solide dû à la variation simultanée des 
î considéré comme résultant de la combinaison de trots 
effectués autour de trois droites rectangulaires gui sont 
hyperboloide lieu des droites immobiles. 
enant par P, Q, R les vitesses de rotation autour des 
ion de l'hyperboloïde (3) devient 

I 1 Qc — Hb I 

— Pe 1 Ha =0, 

I Pl> -Qi I I 
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ou bien 



^1 ^ t. JL 
P "^ Q "*" R "*■ PQR 



= 0. 



Quant au cône supplémentaire (7), son équation est 

Chaque génératrice de ce cône correspond à une génératrice A de Thyperboloïde, 
et si le point 0' du solide décrit une génératrice du cône, le solide tourne sans 
glisser autour de A. 



Axe insUintané glissant relatif à un déplacement quelconque 

du solide. 

50. Supposons que Ton fasïje décrire au point 0', que nous désignerons sous 
le nom de point central du solide, un chemin 00' infiniment petit dans une 
direction déterminée O'D. Le point 0' devant se mouvoir sur une droite donnée, 

Fig. 30. 

z 



/ 0" r^^^ 



/ 



/ 



y 



/ 



y 



y 






y 

le solide se trouve assujetti à deux conditions nouvelles, ce qui fait en tout cinq 
conditions. Son déplacement se trouve alors déterminé au moins dans ses éléments 
du premier ordre. 

Les coordonnées du point 0' étant r, s, f, les rotations autour de Oa?, Oy et Oz 
auront pour valeurs Pr, Qs, Rt. L'axe instantané glissant, c'est-à-dire le lieu des 
points dont les déplacements ont des projections proportionnelles à ces rotations, 
aura pour équations 

r H- Qc8 — Rht — Ver -h s -h Rat Phr — Qa« + t 



Pr 



Qs 



Rf 



et la vitesse de rotation autour de cet axe sera donnée par la formule 



CO 



= |/p«7.î _,. Q«s« H- R«t«. 



Thévenet. 
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valeur du glissement le long de cet axe. Ce glissemeint g 

i projection de O'O' sur la direction de l'axe instanîiné 

Pr Qs R( . 

rs sont - -' — > — ; on a donc 



ement hélicoïdal correspondant sera 



des déplacements O'O' du point central, pour lesquels le 
un paramètre hélicoïdal donné, est un cône du second 

itantanés qui correspondent à un même paramètre k 
r, s, t entre les équations (1) et (2). Or, si l'on multiplie 
(i) par Pr, Qs, R( respectivement et si l'on ajoute terme 
lantité k comme valeur commune de ces mêmes rapports, 
ion sera donc 

l_ftp, Qc, —Ri. I 

— Pc. 1 — kQ, Ro =0, 

Pfc, —Qa, 1 — ftR I 



P Q R PQR 

1 des axes instanta^iés glissants relatifs des déplacements 
ramètre est un hyperboloîde concentrique et homothétiqite 
al relatif à des mouvements de paramètre nul. 
e trouve découpé par une série d'hyperboloîdes homothé- 
Toutes les génératrices d'un même système de chacun 
lantanés pour des déplacements convenabl&n^it choisis, 
'atrices qui appartiennent à un même hyperboloîde cor- 
nents hélicoïdaux de même paramètre. 
jlacements du point G', son équation est 

Qs' + Bt* — A (P'i' + Q'8' + R't') = (ï. 

)btient une séné de ci'mes qui ont pour axes les axes de 
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Déplacements simultanés des différents points du solide. 

51. Les formules qui donnent le déplacement d'un point quelconque M (a, b, c) 
du corps 

8a* -= r + Qcs — R6f, 
oy = — Pcr -h s 4- Rat, 
$2 =Phr—Qas -+- t, 

montrent qu'à toute figure infiniment petite décrite par le point 0' dont les coor- 

Fig. 31. 




— X 



données sont r, s, <, correspond une figui'e homographique décrite par M' autour 
du point M. 
Supposons par exemple que le point 0' décrive un plan infiniment voisin de 0' 

le point M' décrira un plan infiniment voisin de M et dont l'équation sera 



(2) 



Ix 
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Qc 


— R6 


sy 


Pc 
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Ra 


îr 


PI» 


— Qa 


1 


e 


A 


B 


C 



= 0, 



en y regardant Ix^ ôj/, Iz comme des coordonnées courantes. 

La distance au point M du plan décrit par M' est proportionnelle à la distance t 
du point 0' du plan décrit par 0'. Si ce dernier passe par 0, ou si l'on a e = 0, 
le plan décrit par M' passe par M, et tous les points du solide décriront des élé- 
ments de surface. Cela pouvait se prévoir, car le point O' étant astreint à rester 
sur un plan, le solide se trouve dès lors assujetti u quatre conditions. 

Supposons maintenant que le point M se trouve sur l'hyperboloîde central, ou 



138 

que Ton ait 
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A = 



1 Qc — Rfe 

Pc 1 Ra 

Pb —Qa 1 



0, 



Le plan (2) décrit par M' passera par M, quels que soient les infiniment petits 
r, Sy f, c'est-à-dire quel que soit le mouvement du solide compatible avec ses 
liaisons. Donc : 

Tandis que les différents points du solide peuvent se mouvoir en général dans 
toutes les directions, ceux qui se trouvent sur l'hyperboloïde A = ne décrivent 
que des éléments de surface (*). 

On peut se rendre compte de cette propriété des points de Thyperboloïde 
central par les considérations suivantes : 

Un déplacement quelconque du solide peut en général être regardé comme 
résultant de trois déplacements possibles, eu égard aux liaisons. Choisissons pour 
ces trois déplacements trois rotations sans glissement autour des génératrices 
A', A', A*^ de l'hyperboloïde central. Un point quelconque M de cette surface fait 




partie d'une cei'taîne génératrice G d'un système opposé à A', A', A"*, et il est clair 
qu'une combinaison quelconque de rotations autour de ces dernières droites ne 
pourra faire éprouver au point M que des déplacements normaux à la droite G M, 
et que par suite ce point M ne décrira qu'un élément de surface normale GM. 

Supposons actuellement que l'on fasse décrire au point 0' un ellipsoïde infini- 
ment petit ayant 0' pour centre; il est évident qu'un point quelconque du solide 
M' décrira un autre ellipsoïde ayant M point centre. 

D'un autre côté, il est clair que, au milieu w d'un segment 0|0i qui joint le 
point 0* (r^ s^ t^ au point 0', (r, s, f,), correspond le milieu [x de la droite Ml Mi. 
Donc, à un plan diamétral de l'ellipsoïde décrit par 0' correspond un plan diamé- 
tral de celui que décrit M' l'homologue de 0'. 

(*) Maiinheim, Iwivnal de. V École polytechnique, 4> cahier, t. XXVI 
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Si en particulier le point 0' se meut sur une sphère, on peut dire qu'à trois 
déplacements rectangulaires et égaux du point 0' correspondent pour tous les 
points du solide des déplacements suivant trois diamètres conjugués de leurs 
ellipsoïdes respectifs. 

A un cône du second ordre décrit par 0' avec 0' comme sommet, correspond 
un cône du second ordre décrit par M' avec le sommet M'. Considérons spéciale- 
ment le cône des déplacements de 0' auxquels correspondent les droites immo- 
biles A' A' ... de Thyperboloïde central. A un déplacement O'O' situé sur ce cône 
répond une rotation du solide autour de A' génératrice de Thyperboloïde. Dans 
cette rotation, un point quelconque du solide subira un déplacement MV perpen- 
diculaire au plan (M, A'); mais ce dernier plan est tangent à l'hyperboloïde central. 
Donc, le lieu des déplacements infiniment petits du point M est le cône supplé- 
mentaire du cône qui, ayant M pour sommet, est circonscrit à l'hyperboloïde 
central. Si le point )VI fait partie du lieu connu des sommets des cônes de révolu- 
tion circonscrits à l'hyperboloïde, le cône des déplacements MV sera aussi do 
révolution. 



Droites conjuguées d'une droite donnée. 

52. Soit D une droite quelconque du solide auquel nous faisons subir un dépla- 
cement déterminé par les projections r, s, t de O'O' sur les axes de coordonnées. 
Pour obtenir une conjuguée de la droite D, il suffit de prendre sur cette droite 
ïleux points M' et M' et de mener par ces points des plans normaux à leurs dépla- 
cements respectifs. Or nous pouvons prendre pour ces deux points ceux où la 
di*oite D rencontre l'hyperboloïde central, et l'on sait que. tous les déplacements 
possibles de M' sont normaux à la génératrice 11' passant pa,r M' et qui est du 
système opposé à celui des droites immobiles A' A' ... Donc, les plans normaux 
à tous les déplacements possibles de M' passeront tous par G'. 

On verrait de même que les plans normaux à toutes les trajectoires possibles 
de M' passent tous par la génératrice G' qui contient M' et qui est du système 
de G'. 

On peut donc dire que : 

L'ensemble des conjuguées d'une droite donnée forme une congrue^ice ayant 
pour directrices les deux génératrices de Vhyperboloïde central qui rencontrent 
la droite donnée et qui sont du système opposé à celui des droites susceptibles de 
devenir immobiles. 

Si en particulier la droite D est tangente à l'hyperboloïde, l'ensemble de ses 
conjuguées n'est autre chose que la congruence des tangentes à l'hyperboloïde 
que Ton peut mener à cette surface en tous les points de la génératrice G qui 
passe par le point de contact. 
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Syslèmes de complexes de droites perpendiculaires 
au\ trajectoires possibles de leurs points. 

î. Considérons un déplacement possible du solide déterminé par le système 
valeurs r, s, t des projections de O'O' sur les axes de coordonnées, à ce dépia- 
ent correspond un complexe linéaire de droites perpendiculaires aux trajec- 
!S de tous leurs points. Pour en obtenir l'équation, considérons la droite 

X = mz + [i, 
ij—nz-hi, 

: droite fera partie du complexe s'il existe un point a, h, c tel que l'on ait 



mox + nhy + 32 = 0, 

lien 

«,{»•+ Quu — R(K) + n{—Pcf + s 4- Rat) -t-Pbr — Qas -i- t = 0. 
amplaçant a et b par leurs valeurs me + ji et ne -+■ •>, il vient 

i[r + Qc3 — Rl(iic + v)l + Ti[— Pcj-+ s + Rt{mc + [*)] + Pr{nc + i) 

— Qe (me + ((,)+( = 0, 
réduisant, on a 

r (m + Pv) + 8 (» _ Qi*) + t (1 — Rw) =^ 0, 

osant mt — n^^ u. 

l'on donne aux variables r, s, t toutes les valeurs possibles, on aura le système 
)us les complexes de droites perpendiculaires aux trajectoires de leurs points. 
)us ces complexes possèdent en commun l'hyperboloîde 

m + Pv = 0, H — Q;t = 0, 1 — Rw =; 0; 

• obtenir l'équation de cet hyperboloide, il suffit d'éliminer m, n, i*, ■< entre 
quations précédentes et celles de la droite. On est conduit à l'équation 

p "^ Q ■*■ R "^ PQR ~ 

l'est autre que celle de l'hyperboloîde central. Cela devait ùive, car on a vu 
les génératrices G de cette surface sont normales à toutes les trajectoires 
ibles de leurs différents points. 



CHAPITRE IV 



DÉPLACEMENT INFINIMENT PETIT D'UN CORPS SOUDE ASSUJETTI 

A DEUX CONDITIONS. 



54. Lorsqu'un solide est assujetti à deux conditions, on peut considérer les six 
})aramètres qui déterminent sa position comme des fonctions de quatre variables 
indépendantes r, 8, f, 6. La variation de chacune de ces quantités produit un 
certain déplacement du corps et le déplacement total d'un point quelconque 
M (a, b, c) sera la somme géométrique des chemins dus isolément à la variation 
de r, de s, de t et de 6, de sorte que Ton aura 

Bac =.{ur -f- qrC — i%h) r + {u, + q,c — r,h) s -h {ul -h g, c — r, 2>) e + (u^ + g^ c — v^h) 0, 
iy ={Vr -^ r^a —p^c) r + (vj + r, a — p,c) s -+■ (r/ -^r^a^ p^c) t + (v^ 4- r^ a — p^c) 6, 
Iz =. {iv'r -+- Prh — qrà) v -*- (u?; 4- p,h — g.a)s + {wl -f- P|b — q^a) t -f- (lo^ + Pg ^ — g^a) 0. 



Il est clair qu'en général les points du solide sont susceptibles de se mouvoir 
dans toutes les directions. Il existe cependant de certaines séries de points qui ne 
peuvent décrire que des éléments de surface et cela quel que soit le déplacement 
compatible avec les liaisons. Pour obtenir ces points, il suffit d'exprimer que la 
direction du déplacement 8.r, 8j/, Iz est perpendiculaire à une autre direction 
a, p, Y quels que soient r, s, <, 0, ce qui donne la condition 

dix -h p8i/ 4- -t^^ = ^* 
On est ainsi conduit à quatre relations analogues à la suivante : 

a {u'r 4- qrC — v^h) 4- p (v; 4- r^a — p^c) 4- y (tWr 4- Pr^ — g^») = 0, 

que l'on obtiendrait en remplaçant l'indice r par les indices s, t et ô. Faisant 

a 3 

ensuite - = m, - = n, c = 0, a rr= p., b = v et w = mv — n[jL, il vient 

u'rm 4- vin 4- w'r 4- jî^v — g^jjt. — '/vw = 0, 

que nous écrirons plus simplement û^ = 0, et les deux droites communes aux 
quatre complexes 

û, = o, Û.=:0, û, = o, Ûq = 0, 
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points qui ne décrivent que des éléments de surface. On peut 

assujetti à deux conditions, il existe deux droites qui ont la 
ormales à toutes les trajectoires possibles de leurs différents 
ssi que ces points ne peuvent décrire que des éléments de surface. 

Droites immobiles. 

actuellement ai, parmi tous les déplacements passibles du 
pour lesquels certaines droites restent immobiles et qui puis- 
vir <raxes de rotation sans glissement pour ces mêmes dépla- 



a; = o + ap, y = 6 + flp, z = c + yp, 

une de ces droites inconnues, les cosinus directeurs devant être 
it avoir les relations 

- r.S.) r + iq.i - n P) s + (9,7 - r,g) t + (q^ -f ~ i-^ ^) fl = 0. 

- P.7) «• + O-.» — P.y) s + (r, a - J),t) t + (rg « — p^y) « = 0, 

- 9,a) 1- -(- (p.p _ g. a) « + (p,p - g,«) t + (p^g — q^a)9 = 0, 

conséquence des deux autres, puisque l'op a 

nda + 3dp ■+■ fdy = 0. 

, le point a, b, c de la droite devant être immobile, on aura 

+ {«; + q.c — r.b) a + («,' -t- q,e — r,b) H-(Ug + g^c — r^ 6)6=0, 
•+■ («.' + r,a — p,c) s + (t),' + r,a —p,c) ( + (Wg + r^a — p^ c)e=:0, 
4- (j»; + P.& — g,ffl)« + (iu; + p,l» — q,a)I-+-(wj + pgl» — qç(ï)e = 0. 

te r, s, t, entre les deux premièi-es (2) et les deux premières (3), 
X premières (2) et les dernières (3), il vient les deux équations 



~P.-!y 


h; + q^c—r,b. 


,.; + f.a-p.c 


— p.-h 


«; + q.c — r,b, 


tv + r,a — p,c 


— pri. 


w< +'ï.c — >',(', 


v', + i\a — p,c 


-/•flï. 


S + V— •e''' 


«?; •+- p> — q,a 
Ml.' 4-p,fc— g.a 
«',' +p.fc— q,o 



= m, c = 0, a ^ ^j 6 = V, < 



: «iv — ni*, ces équations 
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prennent la forme 

A«i + Bn + C -t- Pv + Qi* — 0, 

A'm + B'n + C' -)- P'v + QV + R'w^O. 

On peut donc dire que les droites suaceptibles de rester immobiles pour des 
d^lacementi convenables du solide constitiient une congruence qui a évidemment 
pûur directrices les deux droites perpendiculaires aux trajectoires de leurs points 
qui ont été obtenues précédemment. 

Axes instantanés glissants. 

56. Proposons-nous plus généi-alenienl la recherche des axes inslantanés 

sants relatifs à tous les déplacements possibles du système des valeurs r, i 

attribuées aux variables indépendantes. 

Si l'on pose 

P =p,r -h p,s + p.t -t- p^e, 

Q = q,r + q.s + g,t + qgi, 

l\= r^r -t- y.e -h t',t ■+■ r^ft, 

les équations de l'axe instantané seront 

ô£_hy _iz 
P ~ Q Tr' 



les cosinus directeurs de cet axe seront 



KP' + Q* + R» I/P' + Q» + R' t/P' - 
et le glissement le long de l'axe aura pour valeur 



»/P' + Q* + R' 
Quant à la vitesse de rotation w, sa formule est 

u. = t^P' + Q* + R», 
ce qui donne pour le paramètre du mouvement 



(2) l^ = z- 



PBa: + QBy + RBi 
= p. + Q' + R' 



Cela posé, multiplions les deux termes des rapports (1) par P, Q, R et ajo^ 

terme à terme, il vient pour représenter l'axe instantané deux quelconque 

équations 

-- 3tf_Bz_ 



UN CORPS SOLIDE. 

1 doit avoir 

= 0. 

; quatre équations homogènes 



ires de la droite 


IV +>vi»- 

<■. + v- 


-H, 
-H. 

-kq, 
-"1, 



I, que celui de k est de la forme 
léterminant est de la forme 



es glissants dont le paramètre 
'■aire. Si l'on fait varier k, on a 



CHAPITRE V 

DÉPLACEMENT INFINIMENT PETIT D'UN CORPS SOUDE ASSU. 
A UNE SEULE CONDITION. 



57. Lorsqu'un solide est assujetti à une condition unique, les para 
fixent sa position peuvent être considérés comme des fonctions de '. 
indépendantes r, s, t, 9, ^, et les déplacements infiniment petits d'un ] 
conque M (o, 6, c) ont pour projections des expi-essions de la forme 



lu; 


= «; 


■+ a. 


<+o,l+a-8 


+ oj, 


îy 


= *; 


■+i>. 


. + W 1 + liJS 


+ b„ 


l: 


= c> + c,' 


8 + c;( + Cg6 


+ 4, 



en posant ai- ^ «). + q^c — r^ b, etc. 

On voit immédiatement qu'il n'existe pas de droites normalef; aux I 
de leui's différents points, quel que soit le déplacement possible du 
faudrait égaler à zéro les 5 coefficients de r, s, (, % f dans l'équation 

aÎJ: + pSy + yèz =0, 

ce qui donnerait 5 équations de la forme 

xa'r + &b; -)- yCr =0, 

c'est-à-dire 5 complexes linéaires qui n'ont pas en général de droites coi 
Quant aux droites du solide susceptibles d'être immobilisées pour d' 
ments convenables du corps, nous les obtiendrons en éliminant r, a, l 
les équations 



8i = 


2^ 


^ -h aj 8 + 3<'l + a 


9 + 


4» 


= 0, 


8S = 


s; 


r + p;! + KI+ ^ 


« + 


Si? 


= *>, 


îx = 


a; 


■ + o;s + a,t + a 


« + 


a,. 


= 0, 


8j = 


t; 


• + b;a +b;t-f- b 


+ 


b,, 


= 0, 



où eC == (/rY — ï'rP, etc.. 
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ires de la droite m, n, ii, v et m ^: wiv — Hti, 



''"]=«, 



i forme 

D|A + Ev + Fw = 0, 

î qui sont susceptibles d'être immobilisées 
end de la nature do la condition imposée 

I au solide consiste en ce qu'un point de 
le surface donnée lixe, la proposition pré- 
iplexe des droites immobiles, c'est-à-dire 
:antanés sans glissement, n'est autre que 
ncontrent la normale à la surface donnée 
m effet que, si l'on fait tourner le corps 
trant cette normale, le pied de celle-ci ne 
n dont il s'agit n'est pas la plus générale 
isi que nous le verrons plus loin. 



pondent À une condition donnée. 

3sée à un corps solide se traduit par une 
js de certains points x, y, r, x, y, z, etc.. 
is cosinus a,, p„ y„ a,, ... 

e un déplacement compatible avec cette 
des coordonnées des points considérés et 



D'un autre côté, soient 



D UN CORPS SOUDE. 



_!/-B_ 



les équations d'une droite immobile, c'est-à-dire d'une droite autour de laquelle 
on peut faire tourner le solide sans que la relation (1) cesse d'être satisfaite. I^ 
déplacement d'un point quelconque x, y, z sera donné par les formules 
ix = \p(z _C)-VY(y-B), 
• Î!/=Vy(x-A)-V*(ï-C), 
8î =Va(y— B) — Vp{^ — A), 
V représentant la vitesse de rotation. 

Ces formules, appliquées aux points x, y, z, x,y, ... et aux cosinus a, p, Yi ■■■> 
donnent, après la substitution dans l'équation (1) et la suppression de V, 



[|1{!.-C)-t(!/.- 

[Pt.-tW + Ij 



dy. 



A)-a(ï.-G)] + ^[xO/-B)-!J(x,-A)i 



■B)l- 



-»Y.]+ T-L^0,-P<ï.] 



Si enfin dans cette équation on introduit les éléments ordinaires de la droite en 
faisant 

A = iJL, B = V, C — Q, - = m, 2 = n, mv — n;* = u, 

ï T 

on obtient un résultat de la forme 

Am + Bn + G + P;jH- Q» + lU = 0, 
qui représente un complexe linéaire. Donc : 

Pour une liaison donnée, l'ensemble des droites immobiles ou susceptibles de 
servir d'axe de rotation sans glissement constitue un complexe linéaire. 

Dans le cas particulier où un point du solide x, y, z, est assujetti à se mouvoir 
sur une surface donnée F {x, y, z,) = 0, la relation (4) se réduit à celle-ci : 

-A)] = 0, 



dF^ 



dx, 

OU encore à 



•<!/,' 



-A)-a(j,-C)]4-j-[«(»,-B)-rO 



JT p y.-» 
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mobile A rencontre la normale à la surface. Il est 
tation autour d'une droite ^ rencontrant la normale 
ci un élément de trajectoire situé sur la surface 

a condition imposée au solide se traduise par une 
e certaines droites «, P, y, a, ?, f, .-. l'équation (2) 



An» •+- Bti + C = 0, 

léaire de droites parallèles à un plan fixe, 
e ce résultat de la manière suivante, en supposant, 
îlide ne contienne toutefois qu'une seule direction 
de l'espace on mène des parallèles à la direction 
ns successives, on obtient un certain cône directeur, 
:ation infiniment petite autour d'une droite située 
nt de ce cône, imprime à la direction un change- 
ition imposée. Il en sera de même de tout axe de 
nal précédent. Du reste, l'équation 



dF 
dp. 



■ection a, p, f ■ de l'axe cherché, celle de la direction 
la normale au cône directeur sont parallèles à un 

! de déterminer l'ensemble des droites immobiles A 
le liaisons données. 

trois points d'un solide M„ M„ M, soient assujettis 
innées. L'ensemble des droites immobiles possibles 
i des 3 normales aux surfaces données. Si de plus 
ilation où figurent des directions a, p, Yi a, ■■-, les 
mtre être parallèles à un certain plan, ne peuvent 



d'un corps solide. 1© 

être que les deux génératrices de l'hyperboloïde qui sont parallèles à ce plan et 
d'un système opposé à celui des 3 normales. 

Si deux points d'un solide sont assujettis à ae mouvoir sur deux surfaces fixes, 
l'ensemble des axes possibles forme une congruence qui a pour directrices les 
deux normales. Si en outre le solide est astreint à une condition de direction, 
iixes possibles devant être parallèles à un certain plan forment un pai-aboloidt 

Si enfin le solide est assujetti à deux conditions d'orientation, les axes possi 
devant être parallèles à deux plans fixes sont parallèles à leur intersection, i 
en outre un point du corps se meut sur une surface, les axes instantanés possi 
forment un plan mené par la normale à cette surface. 

En résumé, les axes instantanés possibles forment un complexe, une congrue, 
un hyperboloïde ou un système de deux droites, selon que le solide est assujel 
une, à deux, d trois ou à quatre èondilions. Si le nombre des conditions s'é 
à cinq, il n'existe plus de droites immobiles d'une manière générale. 

Axes instantanés relatifs Â une condition donnée. 

59. Si l'on adjoint à la rotation V autour d'une droite immobile A un cer 
glissement g le long de cette droite, les formules du déplacement deviennent 



8*, = VH!,-C)-V,(!,, 


- B) + ,. 


8i,, = Vy(x,-A)-V.(,, 


-C)+9P 


aî, = Va(!,,-B)-Vp(i, 


-A> + !I-f 



par suite, l'équation (2) se complique des termes 

TdF df 1 rdr d¥ "1 TiiF df 1 

Divisant ensuite par V^, on trouve, pour le complexe des axes instantanés gtîss 
compatibles avec la condition (2), une équation de la forme 

û + A{MHi + Nn + P) = 0. 

Si fc varie, le complexe change en conservant celles de ses droites qui sont p 
lèles à un certain plan. 

Quand un solide est assujetti à deux conditions, l'ensemble des axes instant 
plissants de même paramètre k constitue une congruence. 

A trois conditions correspondent les génératrices d'un même système 
hyperboloïde trouvé précédemment, et qui varie avec k. 

A quatre conditions correspondent deux axes instantanés glissants de no 
paramètre k et qui font partie d'un conoîde dont nous avons déjà parlé. 

Enfin, si le solide est assujetti à cinq conditions, il n'existe plus d'axes im 
tanés glissants ayant un paramètre arbitraire k assigné d'avance. 
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IX cinq conditions données coi^pondent 
doit appartenir et dont les équations sont 

;C, + AL,) + P,n + Q,v + Rjw = 0, 
;C, + kL,) + P,[j, + Q,v + R,u = 0, 

(C, + fcL.) + P.n + Q,v + R,u = 0. 

mons 4 équations linéaires en m, n, p., v, 
; des valeurs fonctions de k. Ces valeurs 
lies dont les deux termes sont du second 
es équations des complexes, elles donnent 

; cinq conditions, il existe en général cinq 
n un paramètre ityiique et compatibles avec 



toutes les tralectoires possible»^ 
léreDts points. 

assujetti à une condition. Nous avons vu 
i sans glissement constitue un complexe 
Litour d'une infmité de droites à; or, pour 
i autre A soit normale à la trajectoire de 
I rencontre A. 
le droite peut rencontrer toutes les droites 

P^ — Qli— Rù) = 0, 
celle du complexe des droites qui rencon- 



■(n-n.)(t^-l*.) = 0, 



DUN CORPS SOLIDE. 

et l'élimination des indéterminés m,, n„ ;*„ i„ conduit à la condition 

AP + BQ + CR = 0, 

qui exprime que le paramètre du complexe doit être nul. 
Or nous avons vu qu'à une condition 

correspond le complexe des axes possibles 

r, /dF dF \ , MF dF \n 

r,/dF dF \ ,/dF dF,\-l , dF , dF , dl 

-^L-W.'".-dr,='')-<--U,'.-d;;^)J + '-dî;-''-d--"^di 

Donc, pour qu'il existe une droite normale à toutes les trajectoires possib 
ses points, il faut et il suffit que l'on ait 

„ dFr /dK dF \ /dF „ dF \~\ 

^ s^i' (jt.I'-jt: =■) -^ - (d^; »■ - d-R ■'•)} 

,dFr,/dF dF \ , /dF dF X"! 

■*- ^ d^L-fe'' - s; ■'■) -^ ' [37. ---TT, '•)} 

, dF r, /dF dF \ , /dF dF . \1 „ 

le signe 2 s'étendant à tous les indices de x, y, z, n, ^, -j-- 
Si la condition imposée au solide se réduit à 



qui exprime que l'un de ses points se meut sur une surface, le complexe det 
possibles se réduit à 

[dF dF 1 rdF dF 1 dF dF dF dF dl 
di, dy, 'J L**-"» ''^i J ''i/i da;, ' da;, "^dy, dî 

qui représente un complexe dont le paramètre est nul et qui n'est autre que 
de toutes les droites qui rencontrent la normale à la surface donnée. 

Voici un exemple dans lerpiel le complexe des axes possibles a encore un 
mètre nul. 

Un solide se meut de manière à ce que la somme des z de trois de ses | 
M, {x, y, z,), M, (a:, y, :,), M, (x, y, r,) reste constante. La condition F = 
réduit alors à 

r, + ï, -(- 5, = 0. 
Thkvknbt. 31 
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es axes devient 

(Vi + y. + J/J »» -*- {^, + a;, + X,) n — 3u = 0, 

h = y< + y* ^ y» , „ _ ^t + ^» + .^i 

3 ' 3 ' 

puisque d'après la condition donnée !e centre de gravité du 

M, conserve une hauteur constante et par suite se meut sur un 

face qui n'est autre qu'un plan horizontal, et il est clair que toute 

mt la verticale du centre de gravité peut servir d'axe instantané 

% exemple pour lequel le paramètre du complexe n'est pas nul et 

l'existé aucune droite perpendiculaire à toutes les trajectoires pos- 

ints. 

la condition 

F = X, + y, - 0. 
!3 axes est alors 

(— î,) m + r,n + x, — jy, + •( — |t = 0, 
re a pour numérateur — z, + z„ expression qui n'est pas nulle. 
)ite cherchée existe, il faudrait que l'on eût 

— s, + î, = 0, 
its M, et M, fussent dans un même plan horizontal. On voit par 

%s que l'on peut imposer d un solide sont de deux espèces princi- 
lières sont celles pour lesquelles il existe une série de points en 

décrivant que des éléments de surfaces trajectoires, qtiels que 
wements possibles; les secondes sont celles pour lesquelles aucun 

ne peut décrire un élément de surface unique, quels que soient 

icemcnts possibles. 

iide est assujetti à deux conditions, tous les axes possibles forment 

!, ils rencontrent donc tous deux droites qui en sont les directrices 

maies à toutes les trajectoires possibles de leurs points. 

des conditions s'élève à trois, les ox'es possibles forment un hyper- 

's les génératrices du système opposé à ces axes auront lapropriélé 

conditions les axes possibles sont au nombre de deux, et toute 

ant les deux premières sera normale à toutes les trajectoires 

points. 

inq conditions, on sait que les droites normales aux trajectoires 

forment un complexe linéaire. 
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Classement des conditions auxquelles un solide peut être assu)etti. 

61. Un solide étant donné dans une certaine position, on peut le déplacer 
infiniment peu d'une infinité de manières, et sa nouvelle situation dépend de six 
paramètres infiniment petits qui seront, si Ton veut, les trois coordonnées hou- 
velles Uy v, w d'un point 0' du solide qui primitivement occupait Torigine des 
axes fixes O'a:, O'y, O'z, puis trois rotations infiniment petites jp, g, r autour de 
ces mêmes axes. 

Alors toute condition imposée à un solide revient à relation linéaire entre ces 
six paramètres de la forme 

(i) Au -h Bv 4- Cw -h P/> + Q^ -h Rr = 0. 

Cherchons les axes instantanés possibles sans glissement. Les équations de l'un 
d'eux seront 

X- = a H- ap, 1/ = 6 -h ,3p, z=c -h fp» 

et, si l'on désigne par V la vitesse de rotation correspondante, un point quelconque 
M (07, y y z) éprouvera par le fait de cette rotation un déplacement 

lx = y^{z — c)-\^{y-h\ 
ly =z\y (x — a) — Va(z — c)> 
5 2 = Va (t/ — 6)— Vp {x —a). 

D'un autre côté, le même point M (a:, y, z) a éprouvé, par suite du déplacement 
u, v, w de l'origine 0' et de la rotation (p, g, r), un déplacement 

Ix^iu + qz — ry, 
iy z=zu -*- rx — jo r, 
82 =10 -^ py — qx. 

Identifions ces deux séries de formules qui doivent donner les mêmes valeurs 
pour 8a:, 8y, 3z, quelles que soient x, y et x, il vient 

Va=p, Vp = g, VY = r, 

\^h — Vpc = û, \%c — V^a = V, Vpa — Va6 = «;, 

et comme par hypothèse u, v^w^p^q^r satisfont à la condition (4), on aura, en 
divisant par V, 

Pa -f- QP -H Ry H- A (y6 — gc) + B {olc — fa) + C (go — ah) = 0, 

ce qui donne le complexe 

Pm -h Qn 4- R -H Av — B|a — Cg) = 0. 

Gela posé, nous distinguerons deux cas : 
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BQ + CR = 0. 

u complexe rencontrent une même droite qui 
toutes les trajectoires possibles de ses points. 
: la signification géométrique de la condition 

1%'ement de translation quelconque compatible 
■osée, il suffira de faire p =: 0, g ^: 0, r = 0, 



s po.ssibtes du solide, le point 0' ne sort pas 
■ons le plan des translations. 
toutes les rotations compatibles avec l'équa- 
1 vient 
- Q<ï + Rr = o. 

ossibies du solide (lorsque l'un de ses points 
lan que nous appellerons le pion des rotations. 
le plan des rotations est perpendiculaire au 



-BQ + CR^O. 

lique au plan des translations, et il n'existe 
trajectoires possibles de ces différents points, 
ométrique quelconque, on pouri-a, pour la 
vante : 

compatibles avec les liaisons données et, par 
point arbitraire, on fera passer un planT, puis 
atil)les avec la condition géométrique donnée 
rbitrairement choisi. Par les deux axes corres- 
il ne restera plus qu'à voir si les plans T et K 
sntre eux. 

Vm et approuvé : 

Paris, le 13 mars 1886. 

Le Dovbn, 

E. HÉBERT. 



SECONDE THESE. 



PROPOSITIONS DONNÉES PAH LA FACULTÉ. 



Équations différentielles de la dynamique. — Principe de d'A 
Équations de Lagrange. — Théorèmes d'Hamilton et de Jacobi. 
tion au mouvement d'im point matériel attiré par deux centres i 
ta loi de Newton. 



Vu c( apf 
Paris, le 13 
Le Dû 
E. HRB 
Vu et permis d'impHmer ; 
Paris, le 14 mars 1886. 
Lb Vice-Recteur de lAcapéiiie de Paris, 
GRÉARD. 
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